N

N

Solution formelle Gevrey d’équations linéaires a
singularité non réguliere
Patrice Pongérard, Teddy Wong-Yim-Cheong

» To cite this version:

Patrice Pongérard, Teddy Wong-Yim-Cheong. Solution formelle Gevrey d’équations linéaires a singu-
larité non réguliere. 2023. hal-04307924

HAL Id: hal-04307924
https://hal.univ-reunion.fr /hal-04307924

Preprint submitted on 26 Nov 2023

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.univ-reunion.fr/hal-04307924
https://hal.archives-ouvertes.fr

Solution formelle Gevrey d’équations linéaires
a singularité non réguliere

Patrice Pongérard ; Teddy Wong-Yim-Cheong

Résumé. Cet article concerne des équations aux dérivées partielles linéaires
singulieres a coefficients holomorphes au voisinage de l'origine de C;, x C. La
singularité au point ¢ = 0 provient d’opérateurs de la forme (t*D;)! ol a est
un entier > 2, [ € N. Les racines du polynome caractéristique étant supposées
non nulles, on établit I'existence et I'unicité d’une solution formelle Gevrey
en t. L'indice de Gevrey dépend de a, de l'ordre des dérivées en x et de
I’écriture des coefficients par rapport a t. Le probleme est mis sous la forme
(I —T)u = v et on montre que 'opérateur T" est un endomorphisme de norme
< 1 dans un espace de Banach défini par une série majorante convenable.

Abstract. This article concerns singular linear partial differential equations
with holomorphic coefficients in a neighborhood of the origin of C; x CI.
The point ¢ = 0 is singular by operators of the form (t2D;)! where a is an
integer > 2, [ € N. We only assume that the characteristic polynomial admits
non-zero roots ; then we establish existence and uniqueness of a formal power
series solution of Gevrey in t. The Gevrey index depends on a, on the order
of the derivatives in x and on the writing of the coefficient with respect to ¢.
The problem is turned into the form (I —T)u = v and we show that operator
T is an endomorphism of norm < 1 in a Banach space defined by a suitable
majorant series.

MSC : 35C10, 35A01, 35A02, 35A20, 35A21

Keywords : Singular PDEs with holomorphic coefficients, Gevrey order of
formal power series solution, majorant series.

Introduction

On se propose d’établir l'existence et l'unicité d’une série formelle
Gevrey a coefficients holomorphes, solution d’une équation aux dérivées



partielles singuliere. Ce travail s’inscrit donc dans le cadre des théoremes
de type Maillet. Les équations aux dérivées partielles a singularité réguliere
ont déja fait 'objet de nombreux développements. Citons pour des opéra-
teurs Fuchsiens [1, 2, 3, 4, 5, 13, 14] parmi tant d’autres. Par ailleurs, sous
une certaine hypothese de singularité concernant des équations aux dérivées
partielles non linéaires d’ordre un, indiquons les articles [10] et [16] dans
lesquels des théorémes de type Maillet ont été prouvés. Pour une équation
non linéaire d’ordre m, dite de type totalement caractéristique, mentionnons
[8] qui précise 'indice de la solution formelle pouvant, selon le cas, étre de
Gevrey par rapport a toutes les variables.
Considérons maintenant 1’équation différentielle

/(1) —u(t) +t =0 ol pe N~

Nous savons (exemple 2.3) que cette équation admet une unique solution
formelle qui est divergente et de Gevrey 1/p. L’objet de cet article est I’étude
d’une équation aux dérivées partielles de la forme

(0.1) l’z"jo aft, )" D)'u= 5 wa(t)(#* D) D utv o a-1€N
= I+|a|<m

On observe que cette équation apparait, d’une certaine maniere, comme une
extension des équations de Fuchs au sens de [1] tout en étant différente. Elle
peut aussi conduire a évoquer [7, 9, 11, 15] par exemple. Nous montrons ici
que, si v est Gevrey d’ordre o > 0, alors (0.1) admet une unique solution
Gevrey d’'ordre s = max(o,s9) ou s¢ est donné en fonction des éléments
figurant dans I’équation.

Ce résultat ainsi que les notations sont précisés dans le paragraphe 1
du présent article. Le paragraphe 2 est consacré a 1’étude de l'opérateur

m
> a;(0,0)(t*Dy)! qui est inversible si les racines du polynéme caractéristique
1=0

sont supposées non nulles; le probleme est alors équivalent & une équation
de la forme (I — T)u = v ou il s’agit d’étudier 'opérateur T'. Le paragraphe
3 pose le cadre fonctionnel. On y définit une série majorante inspirée de [14].
Nous préparons alors quelques estimations essentielles concernant P~! ol
P =1t*D; — A\, A € C*. Ceci permet ensuite de controler (proposition 3.5) la
norme de I’endomorphisme 7" dans un espace de Banach approprié. Enfin, le
paragraphe 4 acheve la démonstration du théoreme principal.

1 Notations et résultats

Notons (t,x) = (t,x1, ..., x,) les coordonnées d'un point de C x C", D,
I'opérateur de dérivation par rapport a la variable t et D® la dérivation en



x d’ordre a € N". Si Q est un ouvert de C", on désigne par H(2) Iespace
des fonctions holomorphes de € dans C et par H(§2)[[t]] 'espace vectoriel des

séries formelles u = 3 wuy(2)t* d’indéterminée t & coefficients dans H((2).
keN

Soit s > 0, on appelle classe de Gevrey d’ordre s (ou de niveau 1/s) notée

H(Q)[[t]]s, Valgebre des séries u = 3 ug(z)tk de H(Q)[[t]] telles que
keN

(1.1) Vk €N, sup |ug(z)| < cLF(k!)*

e

pour des constantes ¢ > 0 et L > 0. Soient 0 < ¢ < s < 00, nous avons les
inclusions

(1.2)  HEO)[t]lo € HEQ[[H]e € HEQ[[H]s € HE)[[H]]oe = HEQ)[2]

ou H(Q)[[t]]o désigne I'ensemble des séries entieres convergentes et bornées
sur (un voisinage de {0})x€. On observe également que

HO[[H]s = U GL)

L>0

ot G5 (Q) est le sous-espace des séries formelles u = 3> uy(2)t* de H(Q)[[t]]
kEN

pour lesquelles il existe ¢ > 0 tel que (1.1) ait lieu.
Si b < d sont deux éléments de N, on notera [b,d] = {k € N ;b <k < d}.

Etant donné des entiers naturels m > 1 et a > 2, on pose p = a — 1 et
on considere un opérateur différentiel linéaire A de la forme

(13)  A(t,x;D,, D) =3 at,z)(t"D,)' — ¥ aa(t,z)(t"D;)' D°
=0 (Lo)eB
ol
B={(la) e NxN"; [+ |a| <m},
les fonctions a;, a;, sont holomorphes au voisinage de l'origine de C x C"
avec

(1.4) a1(0,0) = 0
et, sia #0,
(1.5) Aot ) = byo(t, )" pour un h = hy, € [0,m —1].

On introduit le polynéme de degré m

CL[(O, 0)>\l

3

Z(\) =

=0
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qui sera dit polynome caractéristique associé a 'opérateur A. L’ensemble des
zéros de l'application %'(+) sera noté Z. On note Uy X €2y un voisinage ouvert
de l'origine de C x C" sur lequel tous les coefficients a;, b;, sont définis et
holomorphes. On pose

(l,a)eB
a#0

1
Sp = max (; max (|o| — hl,a)) .
p

On peut alors énoncer le

Théoreme 1.1. Si Z C C*, soit (2 C Qy un voisinage ouvert de l’origine de
C™, il existe un voisinage ouvert connexe € C Q de l'origine de C™ tel que :
soit 0 > 0, pour tout v € H(Q)[[t]]y, '"équation Au = v admet une unique
solution u € H(Y)[[t]s ot s = max(sg, o).

(l,a)eB

Note Lorsque ¢ > 1/p, on a s = max (max (la| = hya) ;0’) et, si o > s,
a#0

alors s = o.

Remarque 1.2. Soit v € C{t,z} une série entiére convergente, il existe
un voisinage ouvert ) de l'origine de C" tel que v € H(Q)[[t]]o. L’'équation
différentielle

S at,2)t*D)u= Y aw(t,2)tD)u+ v
=0 (1,0)eB

admet une unique solution Gevrey d’ordre 1/p.
L’équation aux dérivées partielles

S at,z)t" D) u= ¥ bt 2)tt" D) Du+v (b =0)
=0 (Lw)enB

admet une unique solution Gevrey d’ordre m.
Observons par ailleurs que dans Décriture des (t*D,)! D, il est possible

de substituer aux opérateurs (t*D;)! les opérateurs t* D! d’aprés les relations
suivantes.

Lemme 1.3. Pour tout | > 1, il existe des ¢} > 0 et des d] € R avec
cdd=1=dl, tels que

l N :
(1.6) (t°Dy) = X qt*tt Dy ol af = (a—1)(1 - j)
J:
et
L .
(1.7) 1D = 3 it (1" D).
]:
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Preuve. On a ¢} =1 et a} = 0. Soit [ > 1, supposons (1.6) vrai. On a
(t*D)* =y d {(a{ + aj)trte i Dl 4 taitaU“)Dg“]
i=1
Lol Nl aii L el T a(i+1) mitl
- ZICZ{(OQ + aj)t it Di + et Dy }
j:

l . . ) j . . [+1 i1 j X .
= 3 d(af + aj)t 1tV D] + Y o Tt D]
= =

+1 .
= E: C{+1t07+1tajljj

+1 _ 0o _ i G g . i1
ot ¢,1; = 1 et, en convenant que ¢\, = 0, ¢/,; = /(o + aj) + ¢ pour

J € [1,1].
En second lieu, on a d} = 1. Soit [ > 1, supposons (1.7) vrai. On a d’apres
(1.6)

l
(t D)+ = VDI 4 33 ef it D]
q:

l .
e+ it 2 ¢, 1% z dft% (t*D,)’

]_

W) DI 4 E ot [ > ady
7=1

I (t* Dy )’

!
c’est-a-dire t? () DI — Z letalH(t“Dt) ol dﬁﬂ =1let le 2:: d )

2 Reformulation du probleme

Etant donné un entier naturel p > 1 et une constante complexe A € C,
on considére 'opérateur P = tP*1D, — \.

Lemme 2.1. Soit Q un ouvert de C". L’opérateur P induit une application
linéaire de l’espace H(Y)[[t]] dans lui méme. Si X € C*, alors cette application
est bijective et sa bijection réciproque est définie par

73'_1(2 vk(x)tk> = ¥ ug(a)t*

keN keN



2.1) { Uktp = (kug — Vpsp) /A pour tout k€N,

w, = —v/X pour 0<Ek<np.

Preuve. Soit u = Y u(z)t* € H(Q)[[t]] une série formelle, alors
keN

Pu= Y (kup(z) — Mipyp (@)t — X 2wy (z)th

keN 0<k<p

appartient a H(2)[[t]]. On observe que P induit une application linéaire qui
est injective si, et seulement si, A\ € C* auquel cas P admet un inverse unique
donné par la formule (2.1) et dont I'image appartient donc a H(Q)[[¢]]. O

Remarque 2.2. D’apres (2.1), on a pout tout n € Net tout 0 < j <p

n n—1
(2.2) Unpptj = lgo ClUipsj AVEC = =iy [[l(up +7) .
Exemple 2.3. Soit ¢ > 1, ’équation différentielle
(23) tp+1Dt U —u-+ t1=0
admet une unique solution u € CJ[[t]], a savoir u = Y ,t""*7 ou ~, =
neN
—1 .

nH (Ip + q) (avec la convention [T = 1). Etant donné que
=0 0

p p
(telt,n]) TI-1p+j+a) < (p+a) ]Ilp+9+q (L € [0,n—1]),

J=1 J=1

v, vérifie

P | |
(2.4) a (np + q)! <P < (np+q)! pour tout n € N.

(np+qP ¢ q!

En d’autres termes, u est une série divergente de type Gevrey d’ordre s = 1/p
exactement et I’équation (2.3) est a singularité non réguliere.

Concernant P, on a le

Lemme 2.4. Soit Q un ouvert de C" et 1/p < s < oo. L’opérateur P
induit un endomorphisme de H(Q)[[t]]s. St A € C*, cette application est un
automorphisme.



Preuve. Soit u = ¥ u(x)t* € H(Q)[[t]]s et montrons qu’il en va de méme
keN

pour Pu. D’apres (1.1), on a
(2.5)
e — M| < CLERR® + I NLFP((s+ p)1)* < (L + [ADIF2((k + p)!)*

(2.6) kYo (k) < KP(R)) < (k4 p)!,
autrement dit, Pu € H(Q)[[t]],. Soit A € C* et v = ¥ vp(2)tF € H(Q)[[t]]s.

kEN
Il existe ¢ > 0 et L > 0 tels que

Vk €N, sup |og(z)| < cLF(k!)*.

zeQ

Quitte a majorer L, nous pouvons supposer

c__>o.

L7 < |\ et poser ¢ = =L >

Montrons alors par récurrence sur n > 1 que la suite (uy) définie en (2.1)
vérifie
(2.7) Vk € [0,np], |up| < LF(kY)*.

étant donné que ux, = —vi/A pour k € [0,p], la proposition est vraie pour
n =1 car ¢/|\| < . Soit n > 1, supposons la acquise au rang n. Alors pour
tout k € [0,np], on a

sl < THRORY® + cLHP(( + p))*
< (L7 + L((k+p)))* = INLP((k +p)))°

comme expliqué précédemment. Ceci prouve (2.7) au rang n + 1, d’ou le
lemme. O

Par ailleurs, le lemme suivant est immédiat.

Lemme 2.5. Soient \,u € C, alors les opérateurs t*Dy — X et t*Dy —
commutent.

Preuve. Effectivement,

(t"Dy — N)(t*Dy — p) = (t*Dy)* — ut"Dy — M Dy + M
(t*Dy)? — MDDy — pt®Dy + p)
= (t"Dy — p)(t* Dy — N).



Soient (A;)i1<i<m les m racines complexes de €' (A). On pose
P, =t*D,— X\ pour tout [ € [1,m].
Nous déduisons alors de ce qui précede le

Corollaire 2.6. Soit Q un ouvert de C"* et 1/p < s < o0. Si Z C C*,
Vopérateur € (t*Dy) = Py o -+ - 0 Py, induit un automorphisme de H(Q)[[t]]s ;
son inverse, qui sera noté Q, s’écrit donc Q@ = P lo---o Pyt

En écrivant a;(t,z) = a;(0,0) — &(t,z) ou £(0,0) = 0 = a;0(0,0), on se
ramene, apres avoir changé de notation, a

(2.8) Ct"D)u(t,z) = ¥ ara(t,z)(t*D,) D*u(t, x) + v(t, x).
(Lw)enB

En remplacant u par Qu, I’équation Au = v est donc équivalente a

(2.9) (I-Thu=v ot T= Y atz)(t"D,)' Do Q.
(Lw)enB

On se propose de résoudre cette équation en montrant que 'opérateur T’
induit un endomorphisme de norme < 1 dans un espace de Banach que nous
allons maintenant préciser.

3 Séries majorantes et estimations préalables

Soient u € C[[t, z]] une série formelle u = 3 uy otz et ® € R [[t, z]] une
k,a

série majorante ® = 3 ¢ ot*2%, on note u < ® la relation

ke
V(k,a) e NX N |ugal < dra-
Rappelons ([17]) que le sous-espace vectoriel
{ueClt,z]]; 3¢>0, u<k cd}
est un espace de Banach pour la norme
min {¢ > 0; u < cP}.
Soit ¢ € C[[r, £]] une série formelle, ¢ s’écrit de fagon unique ¢ = k%jN ™).

Etant donné un nombre réel s > 0, nous désignerons par ¢° la série formelle

¢* = % Tk i (€).
Ken
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Soit ¢, ¥ € Ry [[7,£]], il est clair que
(3.1) b<Y & O <Y

On a également

(3.2) Y < (0)”.
En effet, ceci provient du fait que (j!(k — j)!)* < (k!)® pour j € [0, k].

Nous utiliserons une série majorante de la forme ®(t,z) = ¢°(7,¢) ou ¢ €
R, {7,&}, 7 = pt, p est un parametre > 1 et £ = x1 + - - + z,,. L'espace et la
norme associés a cette série seront notés Gy et || ||. Précisons maintenant la
fonction majorante ¢ a deux indéterminées.

Etant donné Ry > 0, R €]0,Ry] et ¢ € R,{¢} de rayon de convergence
r €]0, R] tel que 0 < (R — &)p(€), on pose

. -1k D™ 0 (€)
(33) 6(r,€) = 5 R AR

Rappelons [14, lemme 1.4-b] et [6, proposition 6.1] les propriétés suivantes.
Sip € Ry[[¢]] vérifie 0 < (R — &)p(§), alors on a respectivement

D’L
(3.4) R=ZF <RI i Dy pour tout entier ¢ < j
i!
et
(3.5) mgji Sga(f) < 772190(6) pour tout n > 1.

Ici, pour controler la multiplication par un coefficient, nous utiliserons le

Lemme 3.1. Pour toutn > 1, on a
L
nR— (7 +¢)

R)/j! et aj = Dip/j!, cette inégalité s'écrit

0(r,) < 00 6)

Preuve. Si0; = DJ(

k
Z (m= 1)jamk—mj < Lamk .
/=0 n—1

k mk mk

On observe que Y --- < Y -+ < Y bamp—; d’apres (3.4) car R < Ry. En
j=0 j=0 =0

dérivant (3.5) a l'ordre mk, on obtient le résultat escompté. O

9



En ce qui concerne P~!, nous allons établir les deux lemmes qui suivent.
Désormais, nous supposerons s > 1/p.

Lemme 3.2. Soit R > 0 et p > 1 vérifiant || — (R/p)? > 0. L’opérateur
Pl Gy — Gy est linéaire continu de norme < K =1/ (|A\| — (R/p)?).

Preuve. Soit v € Ggs. On peut écrire de fagon unique v = ¥ vy (z)t* o,
kEN
pour tout k € N,

kDmkSD(f).

ou(a) < [lollo () Ry =

En particulier, v € H(Q,)[[t]] ou Q. = {& € C™; |zq| + - + |xa| < 7}
D’apres le lemme 2.1, P~lo = 3 ug(z)t? € H(Q,)[[t] ot (ux) est donnée
keN

dans la formule (2.1). Par récurrence sur n > 1, montrons que

(3.6)  wup(z) < lCHvllp’“(k!)sRéml)km

pour tout k € [0, np].
Si k € [0,p], c’est immédiat car up = —vg/A et 1/|A| < K. Soit donc n > 1,
supposons (3.6) vrai. On a

. Dm(k+p)

d’apres (3.4) car R™ < RPRI™VP et vu que k(k)* < ((k + p)!)* comme en
(2.6). Alors
kup — v K(R/p)P +1 o (e Dmk+p)
k k+p ( /,0) ||U||pk+p((k‘ -I—p)!) R(() 1)(k+p) @(5)
A IA| (m(k+p))!

c’est-a-dire (3.6) au rang k + p car K(R/p)? +1 = |A|K. O
L’identité

(3.7) t'DP =T+ P!

permet d’en déduire le

Corollaire 3.3. Soit R > 0 et p > 1 vérifiant |\| — (R/p)? > 0. L’opérateur
t*DyP~1 : Gys — Gy est linéaire continu de norme <1+ |\|K.

10



Lemme 3.4. Soit R >0, p > 1 et h € N vérifiant |\ — a"(R/p)? > 0, on
pose N' = RP/ <|)\| — ah(R/p)p).
Soit v € Cl[[t, z]] tel que

(3.8) v $ Tkw Rm-Dkhp) D)
k=0 (k ‘l’ 1)h 0 (m(k+hp))!

alors u = P~ v € C[[t, z]] vérifie

(39) u<N-3 7 (B + 10D sy D™ P (6) |
k=0 (k+ 1)(+D) 0 (m(ht (rr 1)p))!

Preuve. 1l s’agit de montrer que, pour tout k € N,

((k + (h+ 1)P)!) (m—1) (- (h 1yp) D EFTIP ()

3.10 w < N pF
(3.10) ; P (k+1)0+D) 0 (m(k+(h+1)p))!

Soit k € [0,p], on a

Up = _ % < ﬁ pk((k—'_;wﬂ)R(m—l)(k-F(hH)P) DI ()
A RS (m(k(h+1)p))!

d’apres (3.8) et (3.4) vu que R™ < RPR" ™. On observe alors que

((k+ hp)t)’ ) ((k+ (n+ 1)p)!)°
k+Dh = (k+1)0+D

car
p
k+DY* < (k+1)P< Hl(k + hp + j).
]:

Ceci prouve (3.10) lorsque k € [0, p] vu que R?/|A] < N. On raisonne ensuite
par récurrence. Soit n > 1, supposons la majoration (3.10) établie pour tout
k€ [0,np]; on a

Uprp = (kg — Vkp) /A

ou, comme expliqué ci-dessus (en remplagant k par k + p),

_ Uk+p < RP k-+p ((k tp+ (bt 1)p)!> (m—1)(k+p+(h+1)p)

L Dm(k+p+(h+1)p)(p(f)
A Al (k+p+1)0+D (mk+pt (b))

D’autre part,

((k+ (h+1)p)) Rlm-Dtp ey DETHEI ()

kuy, < N'(R/p)PpttP
k (R/p)Pp (k+1)h (m(k+p+(h+1)p))!

11



d’aprés (3.10) et (3.4) puisque R™ < RPRI™ VP et k < k + 1. Comme
précédemment, on a

((k+p+(h+1)p))

((k+ (h+1)p)!)" < CETESY

Enfin, il est clair que

1 < (p+1)" _ ah

(k+1)r = (k+p+Dh (E4+p+ 1)k
d’ott (3.9) au rang k + p car Na"(R/p)? + RP = |\|N. O

On peut écrire

(3.11) T= Y Ta ot Tia=a.tz)(t*D) Do Q.
(Lw)eB

Etudions maintenant I’action de ces opérateurs dans Gys.
Pour tout R > 0, on note

Drp={xeC"; |[t| <R} et Ap={xecC"; ax |z;| < R}.
)N

On choisit une fois pour toutes n > 1 et Ry > 0 tels que EURO X ZURO C
Uy x Q. Par conséquent, les coefficients b; , sont holomorphes et bornés par
une constante notée M > 0. Soit R €]0, Ry], d’apres les inégalités de Cauchy,
on a

nR
bio(t, ) K M—————.
et < MR 59
De méme,
aio(t,r) < S(R)L ou e(R)= max_|ao(t,x)]
LOAS nR — (1 +¢) (careDpxByn O

(1,0)eB

Cette fonction ¢ tend vers 0 avec R d’apres (1.4). Posons

1 2a™ %
= max ; max | —— .
po jeltm) \ ||

A chaque opérateur Pj_l, le lemme 3.2 (resp. 3.4) associe un réel
2 OR?
(3.12) K; < ¥ resp. Nj < ™ (VR €]0, Ro], Vp = po)
J J

12



car
AA
ML= (RIp) = | — d"(R/p) > ] — a™(Rofp)? = 2L,

Vu le corollaire 3.3, on a aussi

(3.13)

t"D;P| <3 (VR €]0,Ro], Vp > po).
L(Gys)

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des para-
metres 1, R, po déja fixés, sera indifféremment notée c.

Proposition 3.5. Supposons s > sg. Soit (I,«) € B, il existe ¢ = ¢;o > 0
tel que, pour tout R €)0,Ry| et tout p > po, Uopérteur T;, induise un
endomorphisme continu de l'espace Gys de norme

ce(R) sia=0,

T <
H l,OzHL(G’(Ps) — { Cp—l SIMon.

Preuve. Afin d’en simplifier ’écriture, nous convenons dans cette preuve que
Pl Pl=TIsiv>v et [[=1.
0
D’apres le lemme 2.5, pour A = A\ et 4 = 0, les opérateurs P; et t*Dy

commutent. En composant & gauche puis & droite par P; ', on observe que
tous les P; ! commutent avec t*D;.

Soit u € Gys, on a u < |lul| ¢*(7,§). Considérons d’abord 'opérateur
Tio = aio(t*D,)! o Q. Ce qui précede permet d’écrire

(t"Dy)' 0 Q = ('Pn;l X -Pljrll) ) (t‘lDﬂDf1 . 'taDt’Pfl) _

Appliquons [ fois le corollaire 3.3 et m — [ fois le lemme 3.2. D’apres (3.13)
et (3.12), on obtient

(taDt)lOQU<<< 1 2

j=i+1 | A

) 3l 6°(r.

donc

m 2
Tipu < ce(R)|ull 9°(7,§) ou 0577< 1 ) 3/
n—1 \j=i+1 [N

d’apres le lemme 3.1. Ceci prouve la proposition pour o = 0. Lorsque a # 0,
(1.5) donne
Tio = biat" ™" (t°D;) D" 0 Q
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et on peut encore écrire
(t"Dy)' D*0Q = D% (P! -+ Pl )o(Prly - Pih)o(t*DyP -t D/PY)

Comme expliqué ci-dessus, on a

j=it1 |

) 3 uf (. ).

En appliquant alors h fois le lemme 3.4 & ¢*° et en utilisant (3.12), on obtient

(k + hp)!)s prtkthp)Hal (¢
t*DNVDYo Qu < ¢ ||u Tk‘<—R(m—1)(k+hp)
( t) 1 || || kX::O (k + 1)h 0 (m(hthp))!

avec ¢; = R’gp ( I1 |)\2> 3'. D’apres la propriété (3.4), on a
J=i4+1""

Dm(k+hp)+|al e Dmk+1+hp)
P(&) o pm-lal e(€)

(m(k+hp)+|al)! (m(k+1+hp))!

car R < Ry, ce qui entraine

R (AR ) (om 1) (1) DmkHIFR) 5 (€)
(k+1)" (m(k+hp))! 0 (m(k+1+hp))!

(D) D*0Qu < er By Jul] 32 7

donc

—la 00 — Dm(k+1+hp)
(t*D;)' D*Qu < 01623(1) o lul] > Tk((kHJrhp)!)sR(() 1) (k+1+hp) ©(&)
k=0 (m(k+1+hp))!

étant donné que

(m(k-+hp)+|a)! < (mlt1thp)le
(k+D)M (m(k+hp)!(k+14hp)* — (k+1)" (k+14hp)*

(3.14) < (m(1+pm))™ =cy

car s > |a| — h par hypotheése. Comme 7 = pt, il s’ensuit que

oo ~k+1+hp Dm(k+1+hp)
Py T —
(4 D,)' D 0 Qu < c1e2 Ry o llu|| > T((kHJrhp)!)ng 1) (k+1+hp) ¢(€)
k=0 P (m(k+1+hp))!
- & “e D™ (€)
< creop 'R ke gm0 DO(E)
1c2p Ry [Jul| k:§hp (k)° Ry k)

< Clcgp_lRé_‘al ||u|| ¢S(T7 5)

On peut faire abstraction du coefficient b; (¢, z) grace au lemme 3.1, ce qui
permet de conclure. O
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4 Preuve du théoreme 1.1
On écrit 'opérateur 1" sous la forme

T=T+T, oun Ty= » T et To= > T,

(1,0)eB (La)eB
a#0

Solution formelle Gevrey Soit o > 0 et

l,a)eB
p ( a;a)ﬁ()

1
s = max(sp, 0) = max ( ; max (|a| — hya); 0) :

D’apres la proposition 3.5, il existe C; > 0 (resp. Cy > 0) tel que T3 (resp. T3)
soit un endormorphisme continu de l'espace Gy« de norme < Cie(R) (resp.
Cop™1 ). Par conséquent,

T € L(Gys) et |T|| <Cie(R)+Cop™t (VR €0, Ro), Vp > po).

On choisit, une fois pour toutes, Ry €]0, Ry tel que C1e(R) < 1/2 pour tout
R €]0, R]. On fixe ensuite p; > po tel que Cyp; ' < 1/2. 11 en résulte que

(41)  TeL(Gy) et |T|<1 (YRE,R, Yp=> p1).

Soit 2 C 2y un voisinage ouvert de l'origine de C", il existe R €]0, R;] tel

que le polydisque Ag soit inclus dans Q. On pose alors ' = {z € C"; ||+

-o-+ |z,| < R/2}; on note que ce voisinage ouvert ' C Ap C Q de Porigine

de C™ est connexe et qu’il ne dépend pas de s.

Soit v = kZva(x)tk un élément de H(Q)[[t]le € H(Q)[[t]]s (car o < s). 1l
€

existe des constantes ¢ > 0 et L > 0 telles que

Vk e N, sup|og(z)| < cLF(k!)*.

€S
D’apres les inégalités de Cauchy, on a

R

VkeN, w(z) < ch(k!)sT_g

autrement dit

viho) < (1 —1Lt)s Rfig < C(R?T>8 (R}E 5)8 < (1%—(RT+§)>S
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ou p = max (RL,p;). Par ailleurs, si ¢ = 7 , on a clairement 0 <
— @
(R - 5)90(6)7 d’ou
R DFe(¢) m-1k D™ p(€)

Re(rsd) & K
d’apres (3.4) car R < Ry. Il en résulte que v(t,x) < c¢®(7,€) i.e. v € Gys.
D’apres (4.1), I'équation (2.9) admet alors une unique solution u € Gys;
vérifions que u € H(Y)[[t]]s- On a u= 3 ux(x)t* ot

kEN

< 3 TR
R R Y

D™ (§)
(mk)!
En particulier, u € H(Qg)[[t]] ot Qr = {z € C"; |z1|+---+]|z,| < R}, donc
u € H(Q)[[t]] car Qg D . Soit S €]0, R[, on a

| D™ (8) R

max =

gl<s  (mk)! (R — S)mk+1°

up(x) < |ull ot (k) Ry D* pour tout k € N.

En choisissant S = R/2, on obtient donc

k

2Ro\™

sup |ug(x)| < 2||ull (0) L (k!)? pour tout k € N,

ey R RO

cest-a-dire u € H(Q)[[t]]s. Montrons enfin que cette solution est unique.

Soit donc v’ = ¥ uj(z)t*, appartenant a H()[[t]],, une solution de (2.9).

keN

Alors U = u — o' € H(Y)[[t]]s vérifie (I — T)U = 0 ou U = ¥ Up(z)tk
keN

avec Uy = up — uj, pour tout k € N. On choisit R €]0, Ry] tel que ¢

contienne le polydisque Ag. Il existe Ly > 0 tel que U € G, (7). Comme
expliqué ci-dessus pour v, on montre que U € Gys ol ¢° est associé a ¢ =

R/
R — o
tous identiquement nuls dans I'ouvert connexe €. Ceci termine la preuve du
théoreme 1.1.

avec p' = max (R Ly, p1). D’apres (4.1), on en déduit que les Uy sont
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