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Solution formelle Gevrey d’équations linéaires
à singularité non régulière

Patrice Pongérard ; Teddy Wong-Yim-Cheong

Résumé. Cet article concerne des équations aux dérivées partielles linéaires
singulières à coefficients holomorphes au voisinage de l’origine de Ct×Cn

x. La
singularité au point t = 0 provient d’opérateurs de la forme (taDt)l où a est
un entier ≥ 2, l ∈ N. Les racines du polynôme caractéristique étant supposées
non nulles, on établit l’existence et l’unicité d’une solution formelle Gevrey
en t. L’indice de Gevrey dépend de a, de l’ordre des dérivées en x et de
l’écriture des coefficients par rapport à t. Le problème est mis sous la forme
(I−T )u = v et on montre que l’opérateur T est un endomorphisme de norme
< 1 dans un espace de Banach défini par une série majorante convenable.

Abstract. This article concerns singular linear partial differential equations
with holomorphic coefficients in a neighborhood of the origin of Ct × Cn

x.
The point t = 0 is singular by operators of the form (taDt)l where a is an
integer ≥ 2, l ∈ N. We only assume that the characteristic polynomial admits
non-zero roots ; then we establish existence and uniqueness of a formal power
series solution of Gevrey in t. The Gevrey index depends on a, on the order
of the derivatives in x and on the writing of the coefficient with respect to t.
The problem is turned into the form (I−T )u = v and we show that operator
T is an endomorphism of norm < 1 in a Banach space defined by a suitable
majorant series.

MSC : 35C10, 35A01, 35A02, 35A20, 35A21

Keywords : Singular PDEs with holomorphic coefficients, Gevrey order of
formal power series solution, majorant series.

Introduction
On se propose d’établir l’existence et l’unicité d’une série formelle

Gevrey à coefficients holomorphes, solution d’une équation aux dérivées
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partielles singulière. Ce travail s’inscrit donc dans le cadre des théorèmes
de type Maillet. Les équations aux dérivées partielles à singularité régulière
ont déjà fait l’objet de nombreux développements. Citons pour des opéra-
teurs Fuchsiens [1, 2, 3, 4, 5, 13, 14] parmi tant d’autres. Par ailleurs, sous
une certaine hypothèse de singularité concernant des équations aux dérivées
partielles non linéaires d’ordre un, indiquons les articles [10] et [16] dans
lesquels des théorèmes de type Maillet ont été prouvés. Pour une équation
non linéaire d’ordre m, dite de type totalement caractéristique, mentionnons
[8] qui précise l’indice de la solution formelle pouvant, selon le cas, être de
Gevrey par rapport à toutes les variables.

Considérons maintenant l’équation différentielle

tp+1 u′(t)− u(t) + t = 0 où p ∈ N?.

Nous savons (exemple 2.3) que cette équation admet une unique solution
formelle qui est divergente et de Gevrey 1/p. L’objet de cet article est l’étude
d’une équation aux dérivées partielles de la forme

(0.1)
m∑
l=0

al(t, x)(taDt)lu = ∑
l+|α|≤m

al,α(t, x)(taDt)lDαu+ v où a− 1 ∈ N?.

On observe que cette équation apparaît, d’une certaine manière, comme une
extension des équations de Fuchs au sens de [1] tout en étant différente. Elle
peut aussi conduire à évoquer [7, 9, 11, 15] par exemple. Nous montrons ici
que, si v est Gevrey d’ordre σ ≥ 0, alors (0.1) admet une unique solution
Gevrey d’ordre s = max(σ, s0) où s0 est donné en fonction des éléments
figurant dans l’équation.

Ce résultat ainsi que les notations sont précisés dans le paragraphe 1
du présent article. Le paragraphe 2 est consacré à l’étude de l’opérateur
m∑
l=0

al(0, 0)(taDt)l qui est inversible si les racines du polynôme caractéristique
sont supposées non nulles ; le problème est alors équivalent à une équation
de la forme (I − T )u = v où il s’agit d’étudier l’opérateur T . Le paragraphe
3 pose le cadre fonctionnel. On y définit une série majorante inspirée de [14].
Nous préparons alors quelques estimations essentielles concernant P−1 où
P = taDt − λ, λ ∈ C?. Ceci permet ensuite de contrôler (proposition 3.5) la
norme de l’endomorphisme T dans un espace de Banach approprié. Enfin, le
paragraphe 4 achève la démonstration du théorème principal.

1 Notations et résultats
Notons (t, x) = (t, x1, . . . , xn) les coordonnées d’un point de C×Cn, Dt

l’opérateur de dérivation par rapport à la variable t et Dα la dérivation en
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x d’ordre α ∈ Nn. Si Ω est un ouvert de Cn, on désigne par H(Ω) l’espace
des fonctions holomorphes de Ω dans C et par H(Ω)[[t]] l’espace vectoriel des
séries formelles u = ∑

k∈N
uk(x)tk d’indéterminée t à coefficients dans H(Ω).

Soit s > 0, on appelle classe de Gevrey d’ordre s (ou de niveau 1/s) notée
H(Ω)[[t]]s, l’algèbre des séries u = ∑

k∈N
uk(x)tk de H(Ω)[[t]] telles que

(1.1) ∀k ∈ N, sup
x∈Ω
|uk(x)| ≤ cLk(k!)s

pour des constantes c ≥ 0 et L > 0. Soient 0 ≤ σ ≤ s ≤ ∞, nous avons les
inclusions

(1.2) H(Ω)[[t]]0 ⊂ H(Ω)[[t]]σ ⊂ H(Ω)[[t]]s ⊂ H(Ω)[[t]]∞ = H(Ω)[[t]]

où H(Ω)[[t]]0 désigne l’ensemble des séries entières convergentes et bornées
sur (un voisinage de {0})×Ω. On observe également que

H(Ω)[[t]]s =
⋃
L>0

Gs
L(Ω)

où Gs
L(Ω) est le sous-espace des séries formelles u = ∑

k∈N
uk(x)tk de H(Ω)[[t]]

pour lesquelles il existe c ≥ 0 tel que (1.1) ait lieu.
Si b ≤ d sont deux éléments de N, on notera Jb, dK = {k ∈ N ; b ≤ k ≤ d}.

Étant donné des entiers naturels m ≥ 1 et a ≥ 2, on pose p ≡ a− 1 et
on considère un opérateur différentiel linéaire A de la forme

(1.3) A(t, x;Dt, D) =
m∑
l=0

al(t, x)(taDt)l −
∑

(l,α)∈B
al,α(t, x)(taDt)lDα

où
B = {(l, α) ∈ N× Nn ; l + |α| ≤ m} ,

les fonctions al, al,α sont holomorphes au voisinage de l’origine de C × Cn

avec

(1.4) al,0(0, 0) = 0

et, si α 6= 0,

(1.5) al,α(t, x) = bl,α(t, x)t1+hp pour un h = hl,α ∈ J0,m− lK.

On introduit le polynôme de degré m

C (λ) =
m∑
l=0

al(0, 0)λl
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qui sera dit polynôme caractéristique associé à l’opérateur A. L’ensemble des
zéros de l’application C (·) sera noté Z. On note U0×Ω0 un voisinage ouvert
de l’origine de C × Cn sur lequel tous les coefficients al, bl,α sont définis et
holomorphes. On pose

s0 = max
1
p

; max
(l,α)∈B
α6=0

(|α| − hl,α)
 .

On peut alors énoncer le
Théorème 1.1. Si Z ⊂ C?, soit Ω ⊂ Ω0 un voisinage ouvert de l’origine de
Cn, il existe un voisinage ouvert connexe Ω′ ⊂ Ω de l’origine de Cn tel que :
soit σ ≥ 0, pour tout v ∈ H(Ω)[[t]]σ, l’équation Au = v admet une unique
solution u ∈ H(Ω′)[[t]]s où s = max(s0, σ).

Note Lorsque σ ≥ 1/p, on a s = max
 max

(l,α)∈B
α6=0

(|α| − hl,α) ;σ
 et, si σ ≥ s0,

alors s = σ.

Remarque 1.2. Soit v ∈ C{t, x} une série entière convergente, il existe
un voisinage ouvert Ω de l’origine de Cn tel que v ∈ H(Ω)[[t]]0. L’équation
différentielle

m∑
l=0

al(t, x)(taDt)lu = ∑
(l,0)∈B

al,0(t, x)(taDt)lu+ v

admet une unique solution Gevrey d’ordre 1/p.
L’équation aux dérivées partielles

m∑
l=0

al(t, x)(taDt)lu = ∑
(l,α)∈B

bl,α(t, x)t(taDt)lDαu+ v (hl,α = 0)

admet une unique solution Gevrey d’ordre m.

Observons par ailleurs que dans l’écriture des (taDt)lDα, il est possible
de substituer aux opérateurs (taDt)l les opérateurs talDl

t d’après les relations
suivantes.

Lemme 1.3. Pour tout l ≥ 1, il existe des cjl > 0 et des djl ∈ R avec
cll = 1 = dll, tels que

(1.6) (taDt)l =
l∑

j=1
cjl t

αj
l tajDj

t où αjl = (a− 1)(l − j)

et

(1.7) talDl
t =

l∑
j=1

djl t
αj
l (taDt)j.
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Preuve. On a c1
1 = 1 et α1

1 = 0. Soit l ≥ 1, supposons (1.6) vrai. On a

(taDt)l+1 =
l∑

j=1
cjl

[
(αjl + aj)tα

j
l
+a−1tajDj

t + tα
j
l ta(j+1)Dj+1

t

]

=
l∑

j=1
cjl

[
(αjl + aj)tα

j
l+1tajDj

t + tα
j+1
l+1 ta(j+1)Dj+1

t

]

=
l∑

j=1
cjl (α

j
l + aj)tα

j
l+1tajDj

t +
l+1∑
j=2

cj−1
l tα

j
l+1tajDj

t

=
l+1∑
j=1

cjl+1t
αj
l+1tajDj

t

où cl+1
l+1 = 1 et, en convenant que c0

l+1 = 0, cjl+1 = cjl (α
j
l + aj) + cj−1

l pour
j ∈ J1, lK.
En second lieu, on a d1

1 = 1. Soit l ≥ 1, supposons (1.7) vrai. On a d’après
(1.6)

(taDt)l+1 = ta(l+1)Dl+1
t +

l∑
q=1

cql+1t
αq
l+1taqDq

t

= ta(l+1)Dl+1
t +

l∑
q=1

cql+1t
αq
l+1

q∑
j=1

djqt
αjq(taDt)j

= ta(l+1)Dl+1
t +

l∑
j=1

tα
j
l+1

[
l∑

q=j
cql+1d

j
q

]
(taDt)j

c’est-à-dire ta(l+1)Dl+1
t =

l+1∑
j=1

djl+1t
αj
l+1(taDt)j où dl+1

l+1 = 1 et djl+1 = −
l∑

q=j
cql+1d

j
q.

2 Reformulation du problème
Étant donné un entier naturel p ≥ 1 et une constante complexe λ ∈ C,

on considère l’opérateur P ≡ tp+1Dt − λ.

Lemme 2.1. Soit Ω un ouvert de Cn. L’opérateur P induit une application
linéaire de l’espace H(Ω)[[t]] dans lui même. Si λ ∈ C?, alors cette application
est bijective et sa bijection réciproque est définie par

P−1
( ∑
k∈N

vk(x)tk
)

= ∑
k∈N

uk(x)tk

où
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(2.1)

 uk+p = (kuk − vk+p)/λ pour tout k ∈ N,

uk = −vk/λ pour 0 ≤ k < p.

Preuve. Soit u = ∑
k∈N

uk(x)tk ∈ H(Ω)[[t]] une série formelle, alors

Pu = ∑
k∈N

(kuk(x)− λuk+p(x))tk+p − λ ∑
0≤k<p

uk(x)tk

appartient à H(Ω)[[t]]. On observe que P induit une application linéaire qui
est injective si, et seulement si, λ ∈ C? auquel cas P admet un inverse unique
donné par la formule (2.1) et dont l’image appartient donc à H(Ω)[[t]].

Remarque 2.2. D’après (2.1), on a pout tout n ∈ N et tout 0 ≤ j < p

(2.2) unp+j =
n∑
l=0

cl vlp+j avec cl = − 1
λn+1−l

n−1∏
ν=l

(νp+ j) .

Exemple 2.3. Soit q ≥ 1, l’équation différentielle

(2.3) tp+1Dt u− u+ tq = 0

admet une unique solution u ∈ C[[t]], à savoir u = ∑
n∈N

γnt
np+q où γn =

n−1∏
l=0

(lp+ q) (avec la convention ∏
∅

= 1). Étant donné que

(l ∈ J1, nK)
p∏
j=1

((l−1)p+j+q) ≤ (lp+q)p ≤
p∏
j=1

(lp+j+q) (l ∈ J0, n−1K),

γn vérifie

(2.4) qp

(np+ q)p
(np+ q)!

q! ≤ γ pn ≤
(np+ q)!

q! pour tout n ∈ N.

En d’autres termes, u est une série divergente de type Gevrey d’ordre s = 1/p
exactement et l’équation (2.3) est à singularité non régulière.

Concernant P , on a le

Lemme 2.4. Soit Ω un ouvert de Cn et 1/p ≤ s ≤ ∞. L’opérateur P
induit un endomorphisme de H(Ω)[[t]]s. Si λ ∈ C?, cette application est un
automorphisme.
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Preuve. Soit u = ∑
k∈N

uk(x)tk ∈ H(Ω)[[t]]s et montrons qu’il en va de même
pour Pu. D’après (1.1), on a
(2.5)
|kuk−λuk+p| ≤ cLkk(k!)s + c|λ|Lk+p((k+ p)!)s ≤ c(L−p + |λ|)Lk+p((k+ p)!)s

car

(2.6) k1/s(k!) ≤ kp(k!) ≤ (k + p)! ,

autrement dit, Pu ∈ H(Ω)[[t]]s. Soit λ ∈ C? et v = ∑
k∈N

vk(x)tk ∈ H(Ω)[[t]]s.
Il existe c ≥ 0 et L > 0 tels que

∀k ∈ N, sup
x∈Ω
|vk(x)| ≤ cLk(k!)s.

Quitte à majorer L, nous pouvons supposer

L−p < |λ| et poser c′ = c

|λ| − L−p
≥ 0.

Montrons alors par récurrence sur n ≥ 1 que la suite (uk) définie en (2.1)
vérifie

(2.7) ∀k ∈ J0, npK, |uk| ≤ c′Lk(k!)s.

étant donné que uk = −vk/λ pour k ∈ J0, pK, la proposition est vraie pour
n = 1 car c/|λ| ≤ c′. Soit n ≥ 1, supposons la acquise au rang n. Alors pour
tout k ∈ J0, npK, on a

|λ||uk+p| ≤ c′Lkk(k!)s + cLk+p((k + p)!)s

≤ (c′L−p + c)Lk+p((k + p)!)s = c′|λ|Lk+p((k + p)!)s

comme expliqué précédemment. Ceci prouve (2.7) au rang n + 1, d’où le
lemme.

Par ailleurs, le lemme suivant est immédiat.

Lemme 2.5. Soient λ, µ ∈ C, alors les opérateurs taDt − λ et taDt − µ
commutent.

Preuve. Effectivement,

(taDt − λ)(taDt − µ) = (taDt)2 − µtaDt − λtaDt + λµ

= (taDt)2 − λtaDt − µtaDt + µλ

= (taDt − µ)(taDt − λ).
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Soient (λl)1≤l≤m les m racines complexes de C (λ). On pose

Pl ≡ taDt − λl pour tout l ∈ J1,mK.

Nous déduisons alors de ce qui précède le

Corollaire 2.6. Soit Ω un ouvert de Cn et 1/p ≤ s ≤ ∞. Si Z ⊂ C?,
l’opérateur C (taDt) = P1 ◦ · · · ◦ Pm induit un automorphisme de H(Ω)[[t]]s ;
son inverse, qui sera noté Q, s’écrit donc Q = P−1

m ◦ · · · ◦ P−1
1 .

En écrivant al(t, x) = al(0, 0) − εl(t, x) où εl(0, 0) = 0 = al,0(0, 0), on se
ramène, après avoir changé de notation, à

(2.8) C (taDt)u(t, x) = ∑
(l,α)∈B

al,α(t, x)(taDt)lDαu(t, x) + v(t, x).

En remplaçant u par Qu, l’équation Au = v est donc équivalente à

(2.9) (I − T )u = v où T = ∑
(l,α)∈B

al,α(t, x)(taDt)lDα ◦ Q.

On se propose de résoudre cette équation en montrant que l’opérateur T
induit un endomorphisme de norme < 1 dans un espace de Banach que nous
allons maintenant préciser.

3 Séries majorantes et estimations préalables
Soient u ∈ C[[t, x]] une série formelle u = ∑

k,α
uk,αt

kxα et Φ ∈ R+[[t, x]] une

série majorante Φ = ∑
k,α
φk,αt

kxα, on note u� Φ la relation

∀ (k, α) ∈ N× Nn, |uk,α| ≤ φk,α.

Rappelons ([17]) que le sous-espace vectoriel

{u ∈ C[[t, x]] ; ∃ c ≥ 0, u� cΦ}

est un espace de Banach pour la norme

min {c ≥ 0 ; u� cΦ}.

Soit φ ∈ C[[τ, ξ]] une série formelle, φ s’écrit de façon unique φ = ∑
k∈N

τ kφk(ξ).

Étant donné un nombre réel s ≥ 0, nous désignerons par φs la série formelle

φs = ∑
k∈N

τ k(k!)sφk(ξ).
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Soit φ, ψ ∈ R+[[τ, ξ]], il est clair que

(3.1) φ� ψ ⇔ φs � ψs.

On a également

(3.2) φsψs � (φψ)s.

En effet, ceci provient du fait que (j!(k − j)!)s ≤ (k!)s pour j ∈ J0, kK.
Nous utiliserons une série majorante de la forme Φ(t, x) = φs(τ, ξ) où φ ∈
R+{τ, ξ}, τ = ρt, ρ est un paramètre ≥ 1 et ξ = x1 + · · ·+ xn. L’espace et la
norme associés à cette série seront notés Gφs et ‖ ‖. Précisons maintenant la
fonction majorante φ à deux indéterminées.
Étant donné R0 > 0, R ∈]0, R0] et ϕ ∈ R+{ξ} de rayon de convergence
r ∈]0, R] tel que 0� (R− ξ)ϕ(ξ), on pose

(3.3) φ(τ, ξ) =
∞∑
k=0

τ kR
(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)! .

Rappelons [14, lemme 1.4-b] et [6, proposition 6.1] les propriétés suivantes.
Si ϕ ∈ R+[[ξ]] vérifie 0� (R− ξ)ϕ(ξ), alors on a respectivement

(3.4) RiD
iϕ

i! � RjD
jϕ

j! pour tout entier i ≤ j

et

(3.5) ηR

ηR− ξ
ϕ(ξ)� η

η − 1ϕ(ξ) pour tout η > 1.

Ici, pour contrôler la multiplication par un coefficient, nous utiliserons le

Lemme 3.1. Pour tout η > 1, on a

ηR

ηR− (τ + ξ)φ(τ, ξ)� η

η − 1φ(τ, ξ).

Preuve. Si θj = Dj( ηR
ηR−•)/j! et aj = Djϕ/j!, cette inégalité s’écrit

k∑
j=0

θjR
−(m−1)j
0 amk−mj �

η

η − 1amk .

On observe que
k∑
j=0
· · · �

mk∑
j=0
· · · �

mk∑
j=0

θjamk−j d’après (3.4) car R ≤ R0. En

dérivant (3.5) à l’ordre mk, on obtient le résultat escompté.
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En ce qui concerne P−1, nous allons établir les deux lemmes qui suivent.
Désormais, nous supposerons s ≥ 1/p.

Lemme 3.2. Soit R > 0 et ρ ≥ 1 vérifiant |λ| − (R/ρ)p > 0. L’opérateur
P−1 : Gφs → Gφs est linéaire continu de norme ≤ K = 1/ (|λ| − (R/ρ)p).

Preuve. Soit v ∈ Gφs . On peut écrire de façon unique v = ∑
k∈N

vk(x)tk où,
pour tout k ∈ N,

vk(x)� ‖v‖ρk(k!)sR(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)! .

En particulier, v ∈ H(Ωr)[[t]] où Ωr = {x ∈ Cn ; |x1| + · · · + |xn| < r}.
D’après le lemme 2.1, P−1v = ∑

k∈N
uk(x)tk ∈ H(Ωr)[[t]] où (uk) est donnée

dans la formule (2.1). Par récurrence sur n ≥ 1, montrons que

(3.6) uk(x)� K‖v‖ρk(k!)sR(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)! pour tout k ∈ J0, npK.

Si k ∈ J0, pK, c’est immédiat car uk = −vk/λ et 1/|λ| ≤ K. Soit donc n ≥ 1,
supposons (3.6) vrai. On a

kuk � K(R/ρ)p‖v‖ρk+p((k + p)!)sR(m−1)(k+p)
0

Dm(k+p)ϕ(ξ)
(m(k+p))!

d’après (3.4) car Rmp ≤ RpR
(m−1)p
0 et vu que k(k!)s ≤ ((k + p)!)s comme en

(2.6). Alors

kuk − vk+p

λ
� K(R/ρ)p + 1

|λ|
‖v‖ρk+p((k + p)!)sR(m−1)(k+p)

0
Dm(k+p)ϕ(ξ)

(m(k+p))!

c’est-à-dire (3.6) au rang k + p car K(R/ρ)p + 1 = |λ|K.

L’identité

(3.7) taDtP−1 = I + λP−1

permet d’en déduire le

Corollaire 3.3. Soit R > 0 et ρ ≥ 1 vérifiant |λ| − (R/ρ)p > 0. L’opérateur
taDtP−1 : Gφs → Gφs est linéaire continu de norme ≤ 1 + |λ|K.
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Lemme 3.4. Soit R > 0, ρ ≥ 1 et h ∈ N vérifiant |λ| − ah(R/ρ)p > 0, on
pose N = Rp/

(
|λ| − ah(R/ρ)p

)
.

Soit v ∈ C[[t, x]] tel que

(3.8) v �
∞∑
k=0

τ k

(
(k + hp)!

)s
(k + 1)h R

(m−1)(k+hp)
0

Dm(k+hp)ϕ(ξ)
(m(k+hp))!

,

alors u = P−1v ∈ C[[t, x]] vérifie

(3.9) u� N ·
∞∑
k=0

τ k

(
(k + (h+ 1)p)!

)s
(k + 1)(h+1) R

(m−1)(k+(h+1)p)
0

Dm(k+(h+1)p)ϕ(ξ)
(m(k+(h+1)p))!

.

Preuve. Il s’agit de montrer que, pour tout k ∈ N,

(3.10) uk � Nρk
(
(k + (h+ 1)p)!

)s
(k + 1)(h+1) R

(m−1)(k+(h+1)p)
0

Dm(k+(h+1)p)ϕ(ξ)
(m(k+(h+1)p))!

.

Soit k ∈ J0, pK, on a

uk = −vk
λ
� Rp

|λ|
ρk

(
(k + hp)!

)s
(k + 1)h R

(m−1)(k+(h+1)p)
0

Dm(k+(h+1)p)ϕ(ξ)
(m(k+(h+1)p))!

d’après (3.8) et (3.4) vu que Rmp ≤ RpR
(m−1)p
0 . On observe alors que(

(k + hp)!
)s

(k + 1)h ≤

(
(k + (h+ 1)p)!

)s
(k + 1)(h+1)

car
(k + 1)1/s ≤ (k + 1)p ≤

p∏
j=1

(k + hp+ j).

Ceci prouve (3.10) lorsque k ∈ J0, pK vu que Rp/|λ| ≤ N . On raisonne ensuite
par récurrence. Soit n ≥ 1, supposons la majoration (3.10) établie pour tout
k ∈ J0, npK ; on a

uk+p = (kuk − vk+p)/λ
où, comme expliqué ci-dessus (en remplaçant k par k + p),

−vk+p

λ
� Rp

|λ|
ρk+p

(
(k + p+ (h+ 1)p)!

)s
(k + p+ 1)(h+1) R(m−1)(k+p+(h+1)p)D

m(k+p+(h+1)p)ϕ(ξ)
(m(k+p+(h+1)p))!

.

D’autre part,

kuk � N (R/ρ)pρk+p

(
(k + (h+ 1)p)!

)s
(k + 1)h R(m−1)(k+p+(h+1)p)D

m(k+p+(h+1)p)ϕ(ξ)
(m(k+p+(h+1)p))!
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d’après (3.10) et (3.4) puisque Rmp ≤ RpR
(m−1)p
0 et k ≤ k + 1. Comme

précédemment, on a

(
(k + (h+ 1)p)!

)s
≤

(
(k + p+ (h+ 1)p)!

)s
(k + p+ 1) .

Enfin, il est clair que

1
(k + 1)h ≤

(p+ 1)h
(k + p+ 1)h = ah

(k + p+ 1)h

d’où (3.9) au rang k + p car Nah(R/ρ)p +Rp = |λ|N .

On peut écrire

(3.11) T = ∑
(l,α)∈B

Tl,α où Tl,α = al,α(t, x)(taDt)lDα ◦ Q.

Étudions maintenant l’action de ces opérateurs dans Gφs .
Pour tout R > 0, on note

DR = {x ∈ Cn ; |t| < R} et ∆R = {x ∈ Cn ; max
1≤j≤n

|xj| < R}.

On choisit une fois pour toutes η > 1 et R0 > 0 tels que DηR0 × ∆ηR0 ⊂
U0 ×Ω0. Par conséquent, les coefficients bl,α sont holomorphes et bornés par
une constante notéeM > 0. Soit R ∈]0, R0], d’après les inégalités de Cauchy,
on a

bl,α(t, x)�M
ηR

ηR− (τ + ξ) .

De même,

al,0(t, x)� ε(R) ηR

ηR− (τ + ξ) où ε(R) = max
(t,x)∈DR×∆ηR

(l,0)∈B

|al,0(t, x)|.

Cette fonction ε tend vers 0 avec R d’après (1.4). Posons

ρ0 = max
1 ; max

j∈J1,mK

(
2am
|λj|

) 1
p

 .
A chaque opérateur P−1

j , le lemme 3.2 (resp. 3.4) associe un réel

(3.12) Kj ≤
2
|λj|

(
resp. Nj ≤

2Rp
0

|λj|

)
(∀R ∈]0, R0], ∀ρ ≥ ρ0)
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car
|λj| − (R/ρ)p ≥ |λj| − ah(R/ρ)p ≥ |λj| − am(R0/ρ)p ≥ |λj|2 .

Vu le corollaire 3.3, on a aussi

(3.13)
∥∥∥taDtP−1

∥∥∥
L(Gφs )

≤ 3 (∀R ∈]0, R0], ∀ρ ≥ ρ0).

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des para-
mètres η,R0, ρ0 déjà fixés, sera indifféremment notée c.

Proposition 3.5. Supposons s ≥ s0. Soit (l, α) ∈ B, il existe c = cl,α ≥ 0
tel que, pour tout R ∈]0, R0] et tout ρ ≥ ρ0, l’opérteur Tl,α induise un
endomorphisme continu de l’espace Gφs de norme

‖Tl,α‖L(Gφs ) ≤

 cε(R) si α = 0,
cρ−1 sinon.

Preuve. Afin d’en simplifier l’écriture, nous convenons dans cette preuve que

P−1
ν · · · P−1

ν′ = I si ν ′ > ν et ∏
∅

= 1 .

D’après le lemme 2.5, pour λ = λl et µ = 0, les opérateurs Pl et taDt

commutent. En composant à gauche puis à droite par P−1
l , on observe que

tous les P−1
l commutent avec taDt.

Soit u ∈ Gφs , on a u � ‖u‖φs(τ, ξ). Considérons d’abord l’opérateur
Tl,0 = al,0(taDt)l ◦ Q. Ce qui précède permet d’écrire

(taDt)l ◦ Q =
(
P−1
m · · · P−1

l+1

)
◦
(
taDtP−1

l · · · taDtP−1
1

)
.

Appliquons l fois le corollaire 3.3 et m − l fois le lemme 3.2. D’après (3.13)
et (3.12), on obtient

(taDt)l ◦ Qu�
(

m∏
j=l+1

2
|λj|

)
3l ‖u‖φs(τ, ξ)

donc
Tl,0 u� c ε(R)‖u‖φs(τ, ξ) où c ≡ η

η − 1

(
m∏

j=l+1

2
|λj|

)
3l

d’après le lemme 3.1. Ceci prouve la proposition pour α = 0. Lorsque α 6= 0,
(1.5) donne

Tl,α = bl,αt
1+hp(taDt)lDα ◦ Q

13



et on peut encore écrire

(taDt)lDα◦Q = Dα◦
(
P−1
m · · · P−1

m−h+1

)
◦
(
P−1
m−h · · · P−1

l+1

)
◦
(
taDtP−1

l · · · taDtP−1
1

)
.

Comme expliqué ci-dessus, on a
(
P−1
m−h · · · P−1

l+1

)
◦
(
taDtP−1

l · · · taDtP−1
1

)
�
(
m−h∏
j=l+1

2
|λj|

)
3l ‖u‖φs(τ, ξ).

En appliquant alors h fois le lemme 3.4 à φs et en utilisant (3.12), on obtient

(taDt)lDα ◦ Qu� c1 ‖u‖
∑
k=0

τ k

(
(k + hp)!

)s
(k + 1)h R

(m−1)(k+hp)
0

Dm(k+hp)+|α|ϕ(ξ)
(m(k+hp))!

avec c1 = Rhp
0

(
m∏

j=l+1

2
|λj |

)
3l . D’après la propriété (3.4), on a

Dm(k+hp)+|α|ϕ(ξ)
(m(k+hp)+|α|)!

� R
m−|α|
0

Dm(k+1+hp)ϕ(ξ)
(m(k+1+hp))!

car R ≤ R0, ce qui entraîne

(taDt)lDα◦Qu� c1R
1−|α|
0 ‖u‖

∞∑
k=0

τ k
((k+hp)!)s(m(k+hp)+|α|)!

(k+1)h(m(k+hp))!
R

(m−1)(k+1+hp)
0

Dm(k+1+hp)ϕ(ξ)
(m(k+1+hp))!

donc

(taDt)lDα◦Qu� c1c2R
1−|α|
0 ‖u‖

∞∑
k=0

τ k((k+1+hp)!)sR
(m−1)(k+1+hp)
0

Dm(k+1+hp)ϕ(ξ)
(m(k+1+hp))!

étant donné que

(3.14) (m(k+hp)+|α|)!

(k+1)h(m(k+hp))!(k+1+hp)s
≤ (m(k+1+hp))|α|

(k+1)h(k+1+hp)s
≤ (m(1 + pm))m ≡ c2

car s ≥ |α| − h par hypothèse. Comme τ = ρt, il s’ensuit que

t1+hp(taDt)lDα ◦ Qu� c1c2R
1−|α|
0 ‖u‖

∞∑
k=0

τ k+1+hp

ρ1+hp ((k+1+hp)!)sR
(m−1)(k+1+hp)
0

Dm(k+1+hp)ϕ(ξ)
(m(k+1+hp))!

� c1c2ρ
−1R

1−|α|
0 ‖u‖

∞∑
k=1+hp

τ k(k!)sR
(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)!

� c1c2ρ
−1R

1−|α|
0 ‖u‖ φs(τ, ξ).

On peut faire abstraction du coefficient bl,α(t, x) grâce au lemme 3.1, ce qui
permet de conclure.
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4 Preuve du théorème 1.1
On écrit l’opérateur T sous la forme

T = T1 + T2 où T1 = ∑
(l,0)∈B

Tl,0 et T2 = ∑
(l,α)∈B
α6=0

Tl,α.

Solution formelle Gevrey Soit σ ≥ 0 et

s = max(s0, σ) = max
1
p

; max
(l,α)∈B
α6=0

(|α| − hl,α) ; σ
 .

D’après la proposition 3.5, il existe C1 ≥ 0 (resp. C2 ≥ 0) tel que T1 (resp. T2)
soit un endormorphisme continu de l’espace Gφs de norme ≤ C1ε(R) (resp.
C2ρ

−1 ). Par conséquent,

T ∈ L(Gφs) et ‖T‖ ≤ C1ε(R) + C2ρ
−1 (∀R ∈]0, R0], ∀ ρ ≥ ρ0).

On choisit, une fois pour toutes, R1 ∈]0, R0] tel que C1ε(R) ≤ 1/2 pour tout
R ∈]0, R1]. On fixe ensuite ρ1 ≥ ρ0 tel que C2ρ

−1
1 < 1/2. Il en résulte que

(4.1) T ∈ L(Gφs) et ‖T‖ < 1 (∀R ∈]0, R1], ∀ ρ ≥ ρ1).

Soit Ω ⊂ Ω0 un voisinage ouvert de l’origine de Cn, il existe R ∈]0, R1] tel
que le polydisque ∆R soit inclus dans Ω. On pose alors Ω′ = {x ∈ Cn ; |x1|+
· · ·+ |xn| < R/2} ; on note que ce voisinage ouvert Ω′ ⊂ ∆R ⊂ Ω de l’origine
de Cn est connexe et qu’il ne dépend pas de s.
Soit v = ∑

k∈N
vk(x)tk un élément de H(Ω)[[t]]σ ⊂ H(Ω)[[t]]s (car σ ≤ s). Il

existe des constantes c ≥ 0 et L > 0 telles que

∀k ∈ N, sup
x∈Ω
|vk(x)| ≤ cLk(k!)s.

D’après les inégalités de Cauchy, on a

∀k ∈ N, vk(x)� cLk(k!)s R

R− ξ

autrement dit

v(t, x)� c
( 1

1− Lt

)s R

R− ξ
� c

(
R

R− τ

)s ( R

R− ξ

)s
� c

(
R

R− (τ + ξ)

)s
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où ρ = max (RL, ρ1). Par ailleurs, si ϕ = R

R− •
, on a clairement 0 �

(R− ξ)ϕ(ξ), d’où

R

R− (τ + ξ) =
∞∑
k=0

τ k
Dkϕ(ξ)
k! �

∞∑
k=0

τ kR
(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)!

d’après (3.4) car R ≤ R0. Il en résulte que v(t, x) � cφs(τ, ξ) i.e. v ∈ Gφs .
D’après (4.1), l’équation (2.9) admet alors une unique solution u ∈ Gφs ;
vérifions que u ∈ H(Ω′)[[t]]s. On a u = ∑

k∈N
uk(x)tk où

uk(x)� ‖u‖ρk(k!)sR(m−1)k
0

Dmkϕ(ξ)
(mk)! pour tout k ∈ N.

En particulier, u ∈ H(ΩR)[[t]] où ΩR = {x ∈ Cn ; |x1|+ · · ·+ |xn| < R}, donc
u ∈ H(Ω′)[[t]] car ΩR ⊃ Ω′. Soit S ∈]0, R[, on a

max
|ξ|≤S

|Dmkϕ(ξ)|
(mk)! = R

(R− S)mk+1 .

En choisissant S = R/2, on obtient donc

sup
x∈Ω′
|uk(x)| ≤ 2‖u‖

((2R0

R

)m ρ

R0

)k
(k!)s pour tout k ∈ N,

c’est-à-dire u ∈ H(Ω′)[[t]]s. Montrons enfin que cette solution est unique.
Soit donc u′ = ∑

k∈N
u′k(x)tk, appartenant à H(Ω′)[[t]]s, une solution de (2.9).

Alors U = u − u′ ∈ H(Ω′)[[t]]s vérifie (I − T )U = 0 où U = ∑
k∈N

Uk(x)tk

avec Uk = uk − u′k pour tout k ∈ N. On choisit R′ ∈]0, R1] tel que Ω′
contienne le polydisque ∆R′ . Il existe LU > 0 tel que U ∈ Gs

LU
(Ω′). Comme

expliqué ci-dessus pour v, on montre que U ∈ Gφs où φs est associé à ϕ =
R′

R′ − •
avec ρ′ = max (R′LU , ρ1). D’après (4.1), on en déduit que les Uk sont

tous identiquement nuls dans l’ouvert connexe Ω′. Ceci termine la preuve du
théorème 1.1.
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