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PROBLEME DE CAUCHY CARACTERISTIQUE
A SOLUTION ENTIERE

Patrice PONGERARD

Introduction

Dans un travail antérieur [5], nous avons simplifié la résolution du probleme de
Cauchy dans des espaces de fonctions entieres lorsque les données de Cauchy sont portées
par un hyperplan uniformément non caractéristique. L’objet de cet article est d’étendre
les conclusions de [5] & un opérateur différentiel fuchsien d’ordre m et de poids p € [0, m]
au sens de M. S. Baouendi et C. Goulaouic [1]. Indiquons que H. Yamane [8] a étudié
cette question mais les résultats obtenus ne coincident pas avec ceux de [5] lorsque p = m.

On se ramene d’abord a une unique équation fuchsienne de poids nul que 'on peut
écrire sous la forme v = Au+wv (voir (1.5)). On considére un espace de Banach défini par
une fonction majorante a deux variables ; cette fonction majorante est obtenue a partir
de la fonction majorante ¢(§) = e"’gﬁ introduite dans [5] & laquelle on applique la
transformée de [7] adaptée a ce type d’équation. On fournit alors une majoration précise
de la norme de ’endomorphisme continu A de cet espace de Banach : il s’agit de la

proposition essentielle de cet article (proposition 1.6).

Dans la premiere partie, on en déduit ’holomorphie de la solution u sur 2 x CZ,
ou 2 est un voisinage ouvert de ¢ = 0. Ensuite, au voisinage de tout point ¢ # 0, on
rencontre un probleme de Cauchy-Kowalevski a coefficients holomorphes dans C* x C7 ;
en se ramenant alors & un lemme de [5], on constate que la solution de ce probleme
est holomorphe dans Q(¢) x C ou Q(t) est un voisinage ouvert de ¢ dont le diametre
dépend continuement de ¢ dans C* et, par des techniques élémentaires de prolongement
analytique, on montre que le domaine de convergence de u est égal & C™ 1,

Dans la seconde partie, on déduit encore de la proposition 1.6 que u est une fonction
entiere d’ordre fini sous des hypotheses analogues a celles du théoreme 2.5 de [5].

La méthode proposée permet de généraliser (hypothese (1.2)-remarque 1.8) le
théoreme 1 de [8] ; elle permet aussi de préciser ses conclusions concernant 'ordre de

la solution. Enfin, lorsque p = m, on retrouve bien [5].

Je remercie Claude Wagschal qui m’a adressé le preprint de Iarticle [8].



A. Solution entiere

1. Solution au voisinage de t =0

Les coordonnées d’un point (¢,z) de Cx C™ seront notées (t,x1,...,zy,). L'opérateur
de dérivation par rapport a la variable ¢ (resp. ;) seranoté Dy (resp. D,) et nous poserons
DL et DY = D{* ... D% pour tout [ € N et tout a = (ay,...,a,) € N*. Etant donné
un entier m > 1 et un entier 0 < p < m, on considere une partie principale fuchsienne
d’ordre m et de poids p

m
a(t,D;) = Y ait*PD., a,, € C*,
l=p
ou l'on suppose que a;, p <1 < m, est une constante complexe. On associe a cet opérateur
le polynéme d’indéterminée T

P(T) = S ar [1 (T~ )

l=p k=0

m

ou l'on convient que [[ = 1 ; on obtient la relation tPa(t, D;) = ait! D! = P(tDy)
1] l:p

et P(tD;) est une partie principale fuchsienne de poids 0. Pour tout ! € N, on notera

v = v(l) Ventier
v =max(p—1—1,0).
On considere le probleme de Cauchy
alt,Du(t,z) = > aia(t,z)t'THH=PDIDYu(t, ) + v(t, x),
(1.1) e
Dhu(0,z) = wy (), pour 0 < h < p,

ou 'hypothese sur les coefficients a;,, est

pour [ + |a| < m, aj, est une fonction entiere,
(1.2) pour | + |a| = m, aj, est un polynome en x de degré < |a

dont les coefficients sont des fonctions entieres dans C;.
On a alors le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 Si P(k) # 0 pour tout entier k > p, alors, pour toutes fonctions entiéres
wp, v, le probléme (1.1) admet une unique solution entiére u.

p—1
Réduction En cherchant la solution de (1.1) sous la forme > %wh(az) + tPu(t, =) et en

h=0
utilisant la relation

t?a(t, Dy)tPu = P(tDy)tPu = t*P(tDy + p)u,
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on constate que le probleme de Cauchy (1.1) est équivalent a une équation de la forme

(1.3) PtD)u= 5 it TP DUP DYy + v,
I|al<m
I<m

ot les coefficients a;, demeurent inchangés, ’hypothese (1.2) est donc conservée, et P(tD;)
est une partie principale fuchsienne de poids 0 vérifiant P(k) # 0 pour tout k € N.

Lemme 1.2 a. [l existe un réel co > 0 tel que |P(k)| > co max(1, k™) pour tout k € N.
b. Soit Q un disque ouvert centré a l'origine de Cy ; l'opérateur P(tDy) est un automor-

phisme de H(Q X CZ) ; son inverse Q est défini par

t* DFu(0, )

(1.4) (Qu)(t,x) = P 7l 0

a;k! ou a; € C et a,, # 0. 1l existe ¢ > 0 tel que,

NE

Preuve a. On peut écrire P(k) =

1=0
m
pour tout k € N*, on ait k=™ |P(k)| = | > ai(k=1)™~!| > ¢ > 0 car la fonction continue
. 1=0
pi— > a;pu™ ! ne s’annule pas sur le compact {k~!; £ € N*} U {0} par hypothese. On

=0
conclut en prenant ¢y = min(c, [P(0)]).
b. Soit u € H(Q x CZ), vu que (tD;)'t* = k't* pour tout k,l € N, on a P(tDy)u(t,z) =
> %P(kz)Dfu(O, x) dans © x C" ce qui montre que P(tD;) est injectif car P(k) # 0 ;
keN

- ) o DEDu(0) o
son inverse est donné par la série formelle Qu = > ——— "% qui est,

(k,a)ENXN" kla!P(k)
comme la série de Taylor de u en 0, absolument convergente pour tout (t,x) €  x C”

puisque |1/P(k)| < 1/cop, d’out le lemme. Q.E.D.
En remplacant u par Qu dans 1’équation (1.3), on peut écrire le probleme de Cauchy (1.1)

sous la forme réduite

(1.5) u=Aut+von Au= S apt"TTPDIP D Qu.

I+|la|<m
l<m

Pour démontrer le théoreme 1.1, on commence par établir le résultat suivant.

Proposition 1.3 Il existe un disque ouvert € centré a l'origine de C tel que pour toute

fonction entiere v, ’équation (1.5) admet une unique solution holomorphe dans €2 x C™.

La démonstration de cette proposition repose sur le théoreme du point fixe dans un
espace de Banach associé a une fonction majorante. Plus précisément, si & € R {t, x}

est une série entiere convergente a coefficients > 0 c’est-a-dire une fonction majorante,
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rappelons que le sous-espace vectoriel des fonctions holomorphes au voisinage de ’origine
de C; x C?
{ue C{t,z}; I >0, u < P}

est un espace de Banach pour la norme
min {c > 0; u < cP}.

Le point fixe sera obtenu pour une fonction majorante de la forme ®(7,&) ou ®(7,€) €
R {7,&}, 7 = pt, p est un parametre > 1 et & = z1 + --- + z,. L’espace et la norme
associés a cette fonction majorante seront notés Bg et || ||. Indiquons alors le choix de ®.

Nous noterons ¢ la fonction majorante ([4], [5], [6])

P(€) = eaﬁRL_f, R>0, a>0.

Etant donné un entier s > m, nous poserons ([7])

& ppep DO
(1.6) @(T,ﬁ)-pz::OTpR pr)! ouns =s—1>0.

Cette série converge, d’apres les inégalités de Cauchy, sur un voisinage compact de (7, €)
pour || < Rf—s et |€| < R —r quel que soit r €]0, R[, soit pour R*/5|7|V/s +|¢| < R ; @

s/

est donc bien une fonction majorante. Nous utiliserons le lemme suivant ([4], lemme 8.2).

Lemme 1.4 Pour tout p,q € N, on a

a. Dp¢ < Cl_qu—’_quS,
p!
b. DPp < RIDPT,
(p+q)!

Preuve a. Si () = 1/(R—€), on a ag(€) = acp(€) < acp(€) + e Dp(€) = Do(é),
soit ¢ < a~'D¢ et, par récurrence, ¢ < a~9D%¢ ; le résultat voulu s’obtient en dérivant.

b. 11 suffit de vérifier que DP¢ < I%DpH(b ;onal < (R—E&¢(&) et en dérivant a
Pordre p+ 1, 0 < (R = &) DP(£) — (p + 1) DP(§), donc (p + 1)DPH(E) < RDPFIH(E),
d’ou le lemme. Q.E.D.

Rappelons (proposition 6.1 de [2]), que si ¢ € R {{} vérifie 0 < (R — &)p(€), alors

nR n
1.7
(L.7) nR—£¢<<?7—1

¢ pour tout n > 1.

Ici, nous aurons besoin du



nk U
—P(7,§) K ——D(7,&) pour tout n > 1.
nR— (T +¢) 78) n—1 (7:8)

Preuve Si §; = DJ (nlg}i)/j! et a; = DI ¢/j!, cette inégalité s’écrit

Lemme 1.5 On a

P .
Z 0; R asp—sj; < %%p'
7=0 n 1

p sp sp
On remarque que ) ... << Y ... < Y 0jas,_; d’apres le lemme 1.4-b, car s’ = s — 1.
Jj=0 j=0 J=0

L’inégalité voulue s’obtient alors en dérivant (1.7) a 'ordre sp, d’ou le lemme.  Q.E.D.

Nous sommes maintenant en mesure de controler la norme de A dans 'espace Bg.
On fixe une fois pour toutes > 1. Dans les majorations qui vont suivre, la dépendance
des constantes par rapport a n,m,s,n ne sera pas mentionnée. Pour tout R > 0, nous

noterons
D(0,R) ={t e C; |t| < R} et Arp ={z € C" max |zj| < R}.
<j<n

Soient r > 0, R > 1et 0 < <1, nous prendrons

R
P=5s
Pour [ + |a] < m, posons M, (r, R) = sup |ajo| ; d’apres les inégalités de Cauchy,
D(0nr)XAnr
on a R
nr n
tYaj, < (nr)" M (r, R ,
l ()" Mia( )UT—fnR—f
R R R
ou nr 1 i il car 0 < 1, d’ou

u = < =
nr—t nR—%t nR—T—}gt nR—r1

v v ni
(18) t Al K (777") Mla(r, R)m

Pour | + |a| = m, vu ’hypothese (1.2), on peut écrire

Ao = Y, alag(t)x'g ol ajag € H(C).

1B1<] ]
Posons Kjag(r) = sup |ajag| ; d’apres les inégalités de Cauchy, on a
D(0,n7)
1 aras < ()" Kiap(r) —o et  2f < (nR)P nk
et nR—¢’



d’ou, comme ci-dessus,

nR

(1.9) t arapz” < (n7)" Kiap(r )(UR)wm-

Proposition 1.6 Il existe une constante ¢ > 0 telle que l'opérateur A induise un

endomorphisme continu de [’espace de Banach Bg dont la norme est majorée par

VLMo (r, R)YRIT™
v+l 18—l r Lo\ )
C<l+\af22?ﬂ<m T Kiap(r) R T T g raD 0.

181<
Preuve Il résulte de la définition (1.4) de Q que

_ t* (k+p)! D*DFu(0,x)
P DUP D Qu = — L
WDNQu= ) =11 PO

E>l—p

D’autre part, u <|| u || (7,€) et 7 = pt, d’ou

, Dsk+|a|
D DFu(0, 2) < u || iR R 2 OlE)

(sk)!
Etant donné que |a] < m <'s, d’apres le lemme 1.4, on peut majorer D#ktlelg comme
suit I
Rl (sk 4+ a1 Bt sil+al =

D8k+|a|¢ << { s—(m—1) s(k+1)
%(Sk‘ +m — l) ls)(k+1))' Q5 sinon.

(k+p)!(sktla)t - (k+p)'(sk+m)!]

Pour [ + |a] = m, on a, vu le lemme 1.2-a < c;onen

V (k+p—D!(sk)!|P(k)] —  comax(1,k™)
déduit
t=PDUP D> Qu < || u | cRS—5 el D (pt)kRs’(kJrl)w
KEN (s(k+ 1))
d’otl1, en multipliant par t = p~ 17 = RT et vu que s — s’ — 1 =0,
e

1 PDUPDYQu < || u || erd RTINS TkHRS/(kH)
' kEN (s (k +1))!

(k+p)!(sk+m—1)!
(k+p—D!(sk)![P (k)]

<l u || eré R,

Pour | + |a] < m, de méme on a < c et on en déduit

—(m=1)

R
1+l—p plyp o m— (1l
EPD D Qu | u || erd —t—rra @

D’apres (1.9), (1.8) et le lemme 1.5, on a donc bien

Y Mo (r, R) R
v+1 16]—|al r lal )
| Au <]l u | C(Hﬁfgﬁmr Kiap(r RT3 max ——C8rms=—)o.

Q.E.D.



Preuve de la proposition 1.3 D’apres les inégalités de Cauchy, on a

R
v b(r,R) ——— ol b(r,R) =  sup v|.
( )R—(T+f) . B) D(O,r)xAR| |
1
Lemme 1.7 On o« ——— < ®(7,¢).

R—(T7+¢)

Preuve En effet, d’apres le lemme 1.4-b,

L P(r+§) = i T’ Dro() < f TPRS’p% = ®(1,£). Q.ED.
p=0

R—(1+§) p! p=0 (sp)!

Ce lemme montre en particulier que v appartient & Bg ot || v ||[< Rb(r, R).

Posons

M(r,R)= max My (r,R) et K(r)= max Kjgz(r).
el i

D’apres la proposition 1.6, en fixant r = 1 par exemple et en supposant a > 1, on a donc
A< c(K(l)#—@)(S car R > 1. En prenant 6 = 1/(14+¢K(1)) et a = 1+cM(1, R),
on obtient || A ||< 1, alors u = (I — A)~!v est une solution de I’équation (1.5) ; cette
solution appartient & l'espace Bg, elle est donc holomorphe pour R*/s|7|1/s +|¢| < R
soit pour R(|t|/8)Y/* + |£] < R quel que soit R > 1, donc pour |t| < § et z € C". On a
également 1'unicité car, si u = Au est une fonction holomorphe dans ' x C™ ou ' est
un voisinage de t = 0, on peut encore choisir r > 0,0 < d <1,a > 1tels que || A< 1 et

u € Bg, d’ou u = 0, ce qui termine la démonstration de la proposition 1.3. Q.E.D.

Remarque 1.8 Dans [8], les fonctions a;o,l + |a] = m,l < m, sont des polynoémes en
(t,x) ; il existe donc c¢; > 0 et un entier d > 0 tels que K (r) = c¢;7¢ pour tout r > 0. Le
degré par rapport a x de ces polynomes est supposé < |a| — 1. Dans ces conditions, en

+1
supposant a,r > 1 et vu que v < p, on a donc || A ||< c(clrd+p+1R_1 + %)5

Ly = RTwT et a=1+ crP™ M (r, R)
1+4ccy’ ) )
on obtient || A ||< 1, soit une solution holomorphe pour R(|t|/r§)*/* 4 |¢| < R quel que

d’apres la proposition 1.6. En prenant 6 =

soit R > 1, d’ou une solution entiere unique.

Dans notre cas, I’hypotheése (1.2) ne permet pas un tel choix de parametres. Outre la
proposition 1.3, la démonstration du théoreme 1.1 nécessite une étude de I’équation (1.3)

au voisinage de t # 0, ce qui fera 'objet du paragraphe suivant.
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2. Solution au voisinage de t #* 0

On considere un opérateur différentiel linéaire de la forme

(2.1) D™ — Y a(t,r)DID”
TR

avec I’hypothese

pour | + |a| < m, a est holomorphe dans C* x C™,
(2:2) pour [+ |a| =m, aja = Y. aiap(t)z” olt ajap est holomorphe dans C*.
1BI<] ]
Lemme 2.1 ] existe une fonction continue § : C* —|0,+o0[ telle que : soient a € C*,
(wh)o<h<m €t v des fonctions holomorphes dans C™ et C* x C" respectivement, alors le

probleme de Cauchy
Du(t,x) = >, aia(t,z)DIDu(t, z) + v(t, 1),

l+la|<m

(2.3) l<m
Dfu(t,x)“:a = wp(x), pour 0 < h < m,

admet une unique solution holomorphe dans D(a,d(a)) x C", d(a) < |al.
Avant de démontrer ce lemme, rappelons le résultat suivant.

Lemme 2.2 (P. Pongérard et C. Wagschal [5]). Soit n > 1, il existe une constante
c = c(n) > 0 telle que la propriété suivante soit vérifée : soit a € C*, si les coefficients ajq
sont holomorphes au voisinage de D(a,n) x C", si les coefficients aja3 sont holomorphes
et bornés dans D(a,n) par K, et si v est holomorphe au voisinage de D(a,1) x C", les
fonctions (wp)o<h<m €tant toujours supposées holomorphes dans C™, alors le probleme
de Cauchy (2.3) admet une unique solution holomorphe dans l'ouvert D(a,d(a)) x C™ ou
d(a) =1/(1 4 cK,) €]0,1].

Preuve du lemme 2.1 Observons que les coefficients a;, sont holomorphes dans
D(a,la|) x C™ ; ils sont donc holomorphes au voisinage de D(a,|a|/2) x C" par
exemple. En particulier, les coefficients a5 sont holomorphes au voisinage de D(a, |a|/2)

et par conséquent M, = max sup  |aiap| définit une fonction continue de a € C*.
I Dlaslal/2)

On fixe n > 1. On effectue le changement de variable 0 = ¢(t) = JT‘”“ + a qui

transforme D(a, |a|/2) en D(a,n) et on pose u(t,xz) = U(p(t),x). Le probleme (2.3) est

alors équivalent au probleme

m—I
DpU@) = 3 anleTO.0)(5) DADOU®, )+ V().
l<rﬁm

h
DQU(Q,x)w:a = (%‘) wp(z), pour 0 < h < m,

8



m—1
ou les coefficients alag(go_l(e))(%) sont holomorphes et bornés dans D(a,n) par

K, = M, max(1, ('2%‘))’” De méme, la fonction V (0, z) = v(¢~1(0),z) est holomorphe
au voisinage de D(a,n) x C™ donc au voisinage de D(a, 1) x C™. On est alors ramené a la
situation du lemme 2.2 qui prouve que U est holomorphe dans D(a, d(a)) x C™ ; autrement
dit, u est holomorphe dans D(a, %'5(@)) x C™. La fonction a — %'5(60 = |a|/2n(1+cK,)

est évidemment continue sur C*, d’ou le lemme 2.1. Q.E.D.

3. Preuve du théoréme 1.1

D’apres la proposition 1.3 et le lemme 1.2-b, il existe un r > 0 tel que, 1’équation

(1.3) admet une unique solution v holomorphe dans D(0,r) x C™. Soit
R = sup{r > 0; la série de Taylor de u converge dans D(0,7) x C"} € Ei,

alors u € H(D(0, R) x C™) et il s’agit de montrer que R = +o00. Raisonnons par I’absurde
en supposant R €]0, +ool.

Notons A = 3 aut"T1 =P DIP D opérateur qui apparait dans I'équation (1.3)
I+|a|<m
l<m

et montrons brievement comment on se ramene au paragraphe précédent. On a

A= > alacljt”HﬂDiDo‘ ou ¢;; € N,
I+|a|<m I<m
i<t
soit
j o min(m—1,m—|«al) vl
A= > bjuD/D* ou bj,= > ajaCrjt J,
Jtlal<m I=j
j<m

Les coefficients b;, sont des fonctions entieres qui vérifient également I’hypothese (1.2) ;
il en résulte que t~™P(tD;) — t~" A divisé par une constante non nulle est un opérateur
du méme type que (2.1)-(2.2). Le lemme 2.1 associe a cet opérateur une fonction continue
d : C* —=]0,+o0].

On fixe alors p €]0, R[, on note o = <IP1|2R5((1) > 0 et on choisit
p<lal<
r =max(p, R —0/2) € [p, R].

Dans ce qui suit nous poserons

S0,r)={teC; |t|]=7r} et D(a,0)={te€C; |t—a|] <o} pour tout a € S(0,r).

9



Lemme 3.1 on «

(3.1) D(O,R)U U D(a,0)=D(0,r+ o)
a€eS(0,r)

et pour tout a,b € S(0,r),

(3.2) D(a,0)ND(b,o)# 0 = D(0,R)ND(a,0) N D(b,o) =+ 0.

Preuve Soit ¢ € D(0,R), on a |t| < R < max(p+ o,R+ 0/2) = r+ 0 ; soit t €

SL(J )D(a, o),ona |t| <|a|+|t—a|] =r+|t—a| < r+o. D’autre part, si |t| € [R,r+ 0],
acS(0,r

en prenant a = rt/|t|, on a |t —a| = ||t| — 7| = |t| = < o, dou (3.1).
Si D(a,0)ND(b,0) # 0, alors |a—b| < 20 et le point t = (a+b)/2 vérifie [t —a| = |[t—b| =
la —b|/2 < 0. L’ensemble D(0, R) étant convexe, t € D(0, R) ce qui prouve (3.2).Q.E.D.

Pour tout a € S(0,r) C D(0, R), le probleme de Cauchy

t="mP(tDy)ug, =t~ Aug + "0,
Dfua|t:a = Dthu|t:a, pour 0 < h < m,

admet d’apres le lemme 2.1 une unique solution u, holomorphe dans D(a, d(a))x C™, donc
dans D(a, o) x C™ ; la fonction u vérifie le méme probléme de Cauchy dans D(0, R) x C™

et donc u = u, dans ouvert non vide [D(0, R)ND(a,o)] x C™ = [D(0, R)ND(a,0)] x C"
car o < d(a) < |al.

On définit alors une fonction @ sur D(0,7 + o) x C" de la maniére suivante. Soit
t € D(0,r+0), sit € D(0,R), on pose u(t,-) = u(t,-), sinon, on note A; I'ensemble
Ay = {a € S(0,r); t € D(a,0)} et on pose u(t,:) = uy(t,-) pour un point a quelconque
de A; car cette définition ne dépend pas du choix du point a € A;. En effet, soit b € Ay,
alors u, = u = up dans [D(a,0)ND(b,c)ND(0, R)] x C™ ; cet ouvert est non vide d’apres
(3.2) puisque t € D(a,o) N D(b,o). Ce dernier ouvert étant convexe donc connexe, il en

résulte que u, = up dans [D(a,0) N D(b,0)] x C™ et en particulier u,(t,-) = up(t, ).

Montrons que la fonction @ ainsi définie est holomorphe. Dans D(0, R) x C", c’est
évident, soit donc t € D(0,r 4+ o) — D(0, R), alors (t,-) = uy(t,-) pour un point a € A; ;
par définition, on a &« = u = wu, dans [D(0,R) N D(a,o)] x C™ et pour tout point
t' € D(a,0) — D(0,R), on a a(t',-) = uy(t',:) car a € Ay, autrement dit & = u, dans
D(a,0) x C™ ce qui prouve que % est holomorphe au point ¢. Q.E.D.
Fin de la preuve du théoréme 1.1 La fonction @ est égale a u dans D(0, R) x C", elle

a donc la méme série de Taylor que u en 0, mais elle est holomorphe dans D(0,r+o0) x C"

avec r+0 > R+0/2 > R, ce qui est contraire & la définition de R, d’ou le résultat voulu.
Q.E.D.
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B. Solution entiére d’ordre fini

4. Enoncé et démonstration
Rappelons la définition suivante.

Définition 4.1 Pour q € [1,+o0[, on désigne par E4 (C XC”) le sous-espace des fonctions
entieres d’ordre q

E1(CxC") ={ucH(CxC"); 3A,B >0, |u(t,z)] < APty
ot || t, x ||= max(|t], max. |z])-

On se propose d’étudier le probleme de Cauchy (1.1) dans l'espace E1 (C X C”) avec
I’hypothese

(4.1) pour [ + |a| < m, a, est un polynome de degré k.,
4.1
pour [ + |a| = m, aj, est une constante complexe.
On pose
k
(4.2) g =1+ max la

I+lal<m m — (I +|af)
Théoréme 4.2 Si P(k) # 0 pour tout entier k > p, alors, pour tous q > qo, w, € E1 (C")
etve E1 (C X C”), la solution du probléme de Cauchy (1.1) appartient a E4 (C X C").

Il est clair que l'espace E9 est stable par multiplication par des polynomes et, en

utilisant les inégalités de Cauchy, on vérifie qu’il est également stable par dérivation. En
p—1

cherchant la solution de (1.1) sous la forme ) %wh () + tPu(t, z), on se rameéne donc &
h=0

I’équation (1.3) comme précédemment. Le lemme 1.2 peut étre préciser par le

Lemme 4.3 L’opérateur P(tD;) est un automorphisme de E? (C X C”) ; son inverse Q
est défini par (1.4).

Preuve Soit u € E4 (C X C”), il existe A, B > 0 tels que

| Dy u(0, )|

] < AeBR Rk pour tout k € N, 2 € Ag et R > 0,

d’apres le inégalités de Cauchy. Vu le lemme 1.2-a, on a donc

[t*DFu(0, )|

B < (A/e0)e” (/R
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d’ott |Qu(t, z)| < 2(A/co)eBR pour |t| < R/2 et max |z;| < R, quel que soit R >0 ; on
<j<n
en déduit que Qu € E1 (C X C”), d’ou le lemme. Q.E.D.

Comme précédemment, on se ramene alors a 1’équation (1.5). Indiquons que la preuve du
théoreme 4.2 est totalement indépendante des paragraphes 2 et 3. Elle va étre déduite
directement de la proposition 1.6, de la maniere suivante. Soit R > 1, posons r = R.
D’apres I'hypothese (4.2), il existe co > 0 tel que M, (R, R) < coR¥e pour tout R > 1
et d’autre part, K(R) = K est une constante > 0. D’apres la proposition 1.6, on a donc

Rkla
<c(K )
A= C( T e l+ﬁ%?§m am—(+]al) 0
car ici |B| = 0 et les termes Rvti=lal ot RVH1+1=" gont majorés par 1 ; en effet, comme

p € [0,m], il est clair que
v+1—lal=max(p—1—|al,1—|a|) <0 pourl+ |a]=m,l<m

et
v+14+1l—m=max(p—m,1+1—m) <0 pourl+|al <m.

En prenant a = R? ou ¢ =q—1> gy — 1, il en résulte que

| A< C<K + ¢ max Rkl“_q/(m_(l+|a|)))5 < (K + c2)d
I+|al<m

par définition de gg. On choisit 0 < d < 1 tel que § < 1/¢(K + c2), quantité indépendante

de R. On obtient || A ||< 1, soit une solution holomorphe pour R(|t|/R6)'/* + |¢| < R

quel que soit R > 1, d’ou une solution entiere u, unique. Il reste a prouver que u est

d’ordre ¢q. On a

Lol _ BMRER) _

€

[ <

= < <ec
1= A[ ~ 1= A]

ou ¢ > 0 est une constante indépendante de R étant donné que v € E9. Autrement dit,

u < ce ®(1,€). Rappelons (lemme 4.4 de [6]) que

ar k ](R _ ,r)j eor
DFo(r) = — _jr 5 2 < Jelea(B=7)
¢(7°) (R _ 7,)1H-1 J;O j! — (R _ r)k+]_ €
soit
aR
(4.3) DEp(r) < k!(}zeﬁ pour tout r €]0, R[ et tout k € N.
—r

D’apres la définition (1.6) de ®, pour [¢| <, |7| < r/2% et r = R/2, on a aisément

aR o0
ST(1/2)P < 4 car R > 1.
p=0

€

[®(7,&)| <
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Autrement dit, pour [t| < JR/25T1 et max lz;j| < R/2, on a
<j<n

lu(t,z)| < 4ee™ Y pour tout R > 1 ;

il en résulte que u appartient a E4 (C X C”). Q.E.D.
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