N

N

Eclairage cognitif sur la complexité des différents
systéemes de numération

Xavier de Viviés

» To cite this version:

Xavier de Viviés. Eclairage cognitif sur la complexité des différents systémes de numération. Ex-
pressions, 2010, Epistémologie et didactique de l'informatique et des mathématique, 35, pp.23-38.
hal-02388552

HAL Id: hal-02388552
https://hal.univ-reunion.fr /hal-02388552
Submitted on 2 Dec 2019

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.univ-reunion.fr/hal-02388552
https://hal.archives-ouvertes.fr

EXPRESSIONS N° 35,
septembre 2010, p. 23-38.

ECLAIRAGE COGNITIF SUR
LA COMPLEXITE DES DIFFERENTS
SYSTEMES DE NUMERATION

Xavier de VIVIES
Université de la Réunion (CURAPS-DIMPS)

Résumé. — Dans cet article, nous développons une analyse des systemes de numéra-
tion, basée sur leur plus ou moins grande compatibilité avec les fonctions cognitives.
Dans une premicre partie, nous définissons une taxonomie permettant de catégoriser
tous les systemes de numération en fonction de différents niveaux de propriétés. Dans
une seconde partie, nous voyons comment ces différents éléments taxonomiques
interagissent avec certaines particularités du raisonnement naturel, mises en évidence
par la psychologie cognitive.

Mots-clefs : systemes de numération, psychologie cognitive, représentation,
isomorphie.

Abstract. — In this paper we develop an analysis of the numeration systems, based on
their compatibility with the cognitive functions. In a first part, we define a taxonomy
allowing to categorize all the systems of numeration, according to various levels of
properties. In a second part, we see how these various taxonomical elements interact
with certain peculiarities of the natural reasoning, revealing by the cognitive

psychology.

Keywords: numeration systems, cognitive psychology, representation, isomorphy.

ans cet article, nous allons nous intéresser aux différents systemes
de numération inventés par les hommes au cours de leur histoire.
Notre approche ne sera pas celle d’un historien qui pourrait expli-
quer les filiations entre différents systémes, les raisons historiques de tel
choix de notation plutdt que tel autre, ni celle d’un mathématicien qui pour-
rait expliquer les forces et les faiblesses relatives de différents systémes de
numération au regard d’un champ des mathématiques'. Nous allons aborder
les systemes de numération avec un regard de psychologue, en les étudiant

! Voir (Godefroy, 1997) pour une revue de ces aspects.
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sous I’angle de leur compatibilité avec les limites naturelles de nos fonctions
cognitives. Autant le préciser tout de suite, la conclusion de cette démarche
sera la méme que celle de I’historien ou du mathématicien : le syst¢tme de
numération dit arabe (ou indo-arabe) va sortir grand vainqueur de la
confrontation avec d’autres systémes, et nous allons essayer de comprendre
quels sont ses atouts ergonomiques par rapport aux autres systémes en lice.

Les systtmes de numérations sont des outils conceptuels dont le role
consiste a rendre sensible et manipulable la notion abstraite de nombre. Ce
sont donc des outils psychologiques, selon I’expression de Vygotsky (2002%)
qui, au méme titre que le langage, I’écriture, les notations musicales, les
conventions cartographiques et bien d’autres systémes, servent de support
aux connaissances humaines. Il serait réducteur de ne considérer ces outils
que comme des supports pratiques pour échanger a propos de connaissances
qui existeraient dans nos esprits, indépendamment d’eux. Plus que des vec-
teurs de communication a propos des connaissances, les outils psychologi-
ques sont en réalité la condition nécessaire a la connaissance, ils nous per-
mettent d’appréhender le monde, de nous le représenter pour pouvoir le
connaitre. C’est vrai pour le langage, sans lequel on ne peut pas connaitre ce
qui est en dehors de notre expérience sensible, c’est vrai également pour les
systtmes de numération, sans lesquels les nombres nous sont quasiment
inaccessibles.

Le concept de représentation est central en psychologie cognitive. Pas
beaucoup plus évident a définir que le concept de nombre, pour les mémes
raisons : il a un petit parfum d’évidence qui le rend rétif a toute tentative
d’enfermement. On peut néanmoins le voir comme I’action par laquelle on
rend présent a I’esprit une expérience sensible ou une idée (Bresson, 1987 ;
Richard, 2005). En d’autres termes, c’est le contenu de notre mémoire quand
elle ne nous échappe pas, c’est ce qui tourne dans nos tétes quand on réflé-
chit, c’est le sens qu’on donne a ce qu’on percoit. Les recherches en psycho-
logie cognitive ont montré que lorsqu’on est engagé dans une tache de réso-
lution de probléme, on ne s’appuie pas seulement sur des représentations
internes (ce qui est « dans nos tétes » : mémoire, raisonnement, capacité at-
tentionnelle, etc.), mais aussi sur des représentations externes qui sont cons-
tituées d’indices physiques présents dans 1’environnement perceptif (Zhang
& Norman, 1994 ; Viviés, 1999).

* L’ouvrage original cité ici date en réalité de 1934. Il est paru en russe sous le titre
Myslenie I Rec’.
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Pour illustrer cette opposition entre représentation interne et représenta-
tion externe, on peut penser a ce qui va empécher un automobiliste de
s’engager dans une rue qu’il n’a pas le droit d’emprunter. Une grosse barriere
dressée bien au milieu I’empéchera de passer, mais un panneau circulaire,
rouge avec une bande blanche, placé sur le c6té, ou alors une lumiere rouge
aura le méme effet, a condition qu’il connaisse le code de la route, qu’il ne
I’ait pas oublié et qu’il ait pensé a regarder 1a ou se trouve le signal en ques-
tion. Le langage de la barriere est universel, il ne nécessite aucun travail in-
tellectuel autre que de constater sa présence : I’'impossibilité de passer est
traitée grice a une représentation externe. Le langage du panneau, par contre,
ou celui des feux tricolores, c’est-a-dire le recours aux conventions du code
de la route, repose sur une représentation interne, il nécessite une activité
cognitive non négligeable.

C’est en suivant ce fil d’Ariane et en nous appuyant sur les travaux de
Zhang et Norman (1995) que nous allons entreprendre I’analyse systématique
des systemes de numération. Plus particulierement, nous allons chercher
quelles sont leurs propriétés qui nécessitent une représentation interne et
quelles sont celles qui, parce qu’elles peuvent reposer sur une représentation
externe, facilitent leur manipulation. La premiere étape va consister a réflé-
chir sur le nombre de dimensions nécessaires pour figurer les nombres dans
les différents systémes de numération.

Systemes 1D

Les systémes de numération les plus simples ne comportent qu’une di-
mension. Tous les systemes de numération primitifs fonctionnent de cette
facon et, pour la plupart d’entre eux, la dimension en question est la quantité :
une pierre correspond a une unité, deux pierres a deux unités, etc. On trouve
des traces tres anciennes de ce type de numération, comme des batons, des os
ou des bois de cervidés comportant des séries d’encoches qui témoignent une
utilisation des nombres depuis au moins 30 000 ans. Il existe également des
systtmes numériques 1D dont la dimension signifiante est la position de
différentes parties du corps (doigts, poignet, coude, parties du visage, etc.).
On en trouve des exemples chez certains peuples de Papouasie-Nouvelle-
Guinée, dans les fles Torres en Mélanésie ou encore chez les Indiens Chacos
au Paraguay.

La plupart des systemes 1D, particulierement ceux basés sur la dimension
de quantité, sont tres efficaces pour rendre compte des petits nombres, du fait
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de la correspondance univoque qu’il y a entre le nombre d’objets et la valeur
numérique représentée. Les comparaisons ne nécessitent aucune gymnastique
conceptuelle autre que « il y en a plus » ou « il y en a moins ». Et en plus, ces
systemes de numération rendent les additions et les soustractions tres faciles,
ne requérant aucune connaissance arithmétique puisqu’on peut les effectuer
en ajoutant ou en enlevant des marques de notation.

Du point de vue de la représentation que ces systemes permettent de se
faire des nombres, les systtmes 1D dont la dimension est la quantité sont
clairement externes : c’est ’exploration perceptive directe de la quantité
d’objets qui indique le nombre, sans aucune reégle de correspondance a
mémoriser, ni aucun code. Pour les systeémes 1D basés sur la position d’un
segment corporel, la représentation sera plus interne, dans la mesure ou la
relation entre le poignet et le chiffre 7, ou I’ceil et le chiffre 13, n’est pas évi-
dente. Elle comporte quand méme une dimension externe importante puis-
que, jusqu’a 5 c’est le nombre de doigts, et ensuite on remonte le bras, on
traverse le visage : plus on a remonté le long du bras, plus le nombre signifié
est important.

Ces systemes tres efficaces pour les petites valeurs perdent tout leur inté-
rét des qu’il devient nécessaire de traiter des grands nombres, ainsi que le
montre la figure 1, ot I’on voit comment on peut représenter un nombre rela-
tivement important (quatre cent quarante-sept) avec un systeéme de ce type.

Figure 1. Exemple de notation 1D : quatre cent quarante-sept points

Systemes 1 X 1D

Pour traiter les grands nombres, il faut plus d’une dimension. Par exemple
une dimension de base, qui assurera la représentation élémentaire, et une
dimension de puissance qui va décomposer le nombre en groupes hiérarchi-
ques sur la base.
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Les deux dimensions peuvent étre représentées par différentes propriétés
qui sont le plus souvent la forme, la position ou la quantité.

Systéemes | Base | Dimension de Base Dimension de Puissance
— v p—
Arabe 10 Aj = forme )\ polsmon -
U2y .. 10410 10
_ aj = quantité x1 = forme
Egyptien 10 le nombre de |, N, | N 2
9, etc. 100 10! 102
aj = quantité x1 = forme
Crétois 10 ’ () /

le nombre de 7, @, / etc.
elCli0 q01 102

aj = forme x1 = forme
L K Lo 9
Grec 10 a B v 0 11000 2¢10! 3x101..9x10!
1 2 3.9 |op o T . h
1x102 2x102 3x102..9x102
aj = quantité x1 = forme
Azteque 20 le nombre de o, P, ¥ otc.| ® P ¥
200 201 202
aj = forme x1 = forme

Chinois 10

= .. + # T
3 ..9 10! 102 103

._
o

Figure 2. Différents systemes de numération 1 x 1D

Dans le systtme de numération arabe, qui est un systeme 1 x 1D, la di-
mension de base est représentée par la forme des signes (1, 2, 3...), la base
est de 10, et la dimension de puissance est représentée par la position (pre-
miére position a partir de la droite pour 10°, deuxiéme position pour 10',
troisiéme position pour 107, etc.). Le nombre quatre cent quarante-sept s’écrit

donc 447.

Dans le syst¢éme de numération égyptien, en base 10 également, la dimen-
sion de base est la quantité et la dimension de puissance est la forme ( pour
10°, 1 pour 10', € pour 10% etc.). Le nombre quatre cent quarante-sept
s’écrit : @RENNNAIITI , soit quatre fois la quantité cent plus quatre fois
la quantité dix plus sept fois la quantité un.
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Les trois propriétés couramment utilisées dans ces différents systemes de
numération ne sont pas identiques du point de vue de l’internalité ou de
I’externalité de leurs indices. La quantité, on 1’a vu pour les systémes 1D,
permet une représentation externe du fait du rapport direct entre le nombre de
signes et la valeur numérique figurée. La propriété de position est également
externe : ce sont les relations de voisinage topologique entre les signes, rela-
tions directement observables, qui porteront les indices pertinents pour se
représenter le nombre : Base’ en premiére position, Base' en deuxieéme posi-
tion, Base® en troisiéme position, etc. Il est intéressant de noter que dans tous
les systemes présentés, cette propriété de position ne sert jamais a rendre
compte de la dimension de base. Quand elle est utilisée, c’est pour signifier la
dimension de puissance. Cela apporte un avantage non négligeable : on peut
estimer I’ordre de grandeur d’un nombre, simplement en vérifiant combien
de places sont utilisées. La propriété de forme, par contre, nécessite un trai-
tement interne : c’est en vertu d’un code arbitraire nécessitant apprentissage
et mémorisation que le signe 2 signifie le chiffre deux en notation arabe, et
pas le chiffre sept ; que le signe y signifie le chiffre trois en notation grecque,
ou que le signe € signifie le nombre 100 en notation égyptienne”.

Un autre parametre est a considérer dans le cas des systemes 1 x 1D. En
effet, indépendamment du fait que telle ou telle propriété offre plus ou moins
d’indices externes pour faciliter la représentation, il faut considérer la fagon
dont on parvient a discriminer la dimension de base et la dimension de puis-
sance. Dans la plupart des systemes 1 x 1D, les deux dimensions sont facile-
ment séparables de fagon externe : chacune des deux dimensions est repré-
sentée par un moyen différent (forme et position pour le systeme arabe,
quantité et forme pour le systeme égyptien). Mais ce n’est pas le cas de tou-
tes. Ainsi, dans le systtme de numération grec, la dimension de base et la
dimension de puissance sont représentées par la forme, la possibilité de dis-
criminer ce qui code 1’une ou I’autre de ces dimensions devient interne : c’est
par une opération mentale requérant la mémoire qu’on peut séparer base et
puissance d’une représentation numérique. Par exemple, pour le nombre t
signifiant 300, on ne peut pas séparer le 3 du 100 ; pour le nombre A signi-
fiant 30, on ne peut pas séparer le 3 du 10 ; et il n’y a rien de semblable entre
T et A alors qu’ils partagent tous les deux la méme valeur de base. Il est évi-

* On peut noter toutefois que dans certains systémes, la forme a été choisie de fagon a
évoquer un rapport sémantique avec la dimension du nombre figuré : en égyptien,
1 000 est représenté par une fleur de lotus, 10 000 par un doigt pointé vers les étoiles,
100 000 par un tétard, car les tétards sont innombrables lors d’une ponte, etc.
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dent que cette particularité rend le systtme de numération grec plus exigeant
en ressources cognitives puisque ni la dimension de base, ni la dimension de
puissance, ni méme la facon dont on peut discriminer ces deux dimensions ne
possedent d’indices externes.

Reprenons notre 447 pour voir comment il s’écrit dans ces différents sys-
temes (cf. figure 3).

Forme X Position 447
4x102+4x101+7x 100
Fmexouenie 999 9NNl
4x102+4x101+7x 100

Forme X Quantité . ///OOOO”’”"
4x102+4x101+7x100

Egyptien

Crétois

i

1x1D ,
Forme X Forme " l'!.l;
400+40+7
Forme X Quantité *pp..... (1]

!

Aztéque > 1%202+2x201+7x200

Forme X Forme N w —é‘ m 'i’ ‘b

4x102+4x101+7x100

Chinois

Figure 3. Ecriture du nombre « quatre cent quarante-sept » dans différents
systemes 1 x 1D

On remarquera que les systémes égyptien et crétois fonctionnent exacte-
ment sur les mémes principes, seules les formes des symboles different. Pour
le systeme aztéque, c’est pareil mais en base 20. D’autre part, les systemes
grec et chinois codent la base et la puissance par la forme, ils sont tous les
deux en base 10, mais pourtant ils n’écrivent pas 447 avec le méme nombre
de caracteres. C’est parce que dans le systeéme chinois, il n’y a qu’un signe
pour représenter chaque puissance de 10, contrairement au grec. Cela facilite
I’apprentissage et le traitement de I’information car le nombre de signes est
plus réduit, par contre, cela alourdit la notation puisqu’il faut chaque fois
deux signes pour coder les puissances de 10 (le facteur et la puissance).
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Systemes (1 x1) X 1D

Certains systémes fonctionnent sur un plan plus complexe qui requiert
trois dimensions. Ces systemes sont en réalité des systeémes a deux di-
mensions, comme les précédents, dont ’'une se décompose en deux sous-
dimensions. Au premier niveau, on a une dimension de base principale et une
dimension de puissance principale. La dimension de base principale se
décompose en une dimension de sous-base et une dimension de sous-
puissance. Les numérations babylonienne, maya et romaine sont des
exemples de ce type de systemes (cf. figure 4).

Systemes Base Sous-| Dimension de Dimension de Dimension de
3t Principale [base | Sous-base Sous-puissance puissance principale
Abstrait X y bjj y) xi
bij = quantité y) = forme X1 = position
Babylonien|  ¢p 10 | lenombre de
‘ vo & | 7=100 =100 | .60 0t 0
bi]' = (uantité yj = forme Xizposition
Maya
. 2 5 |1 bre d
D5 [t ) essd st | a2 ol o
bii = quantité yl = forme x! = forme
Romain | 10 |5 | lenombrede [=100x50 V=100x511=50x100 V = 50x101
LV, XL ete X=10550 L= 10061 X = 5%10! V =5x10!

Figure 4. Différents systemes de numération (1 x 1) x 1D

Pour illustrer le fonctionnement d’une numération (1 x 1) x 1D, on va se
pencher sur le systtme babylonien. Dans ce systéme, la base principale
est 60. Comme 60 est une base tres importante, donc compliquée a gérer, il
est nécessaire de la décomposer. Elle se décompose donc en une dimension
de sous-base en base 10 représentée par la quantité et une dimension de sous-

puissance représentée par la forme (le clou T pour 10° et le chevron <

pour 10'). Avec ces deux sous dimensions, on représente les nombres de 1
a 60, ce que requiert la base principale. La dimension de puissance princi-
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pale, quant  elle, est représentée par la position. A chaque puissance de 60, il
y a un décalage de position (position 0 pour 60°, position 1 pour 60', etc.).

Le systeme maya fonctionne sur le méme principe, mais les bases princi-
pale et secondaire sont respectivement de 20 et 5 : la dimension de sous-base
en base 5 représentée par la quantité et une dimension de sous-puissance
représentée par la forme (le point pour 5° et le trait pour 5'). La dimension de
puissance principale est aussi représentée par la position.

Plus familier pour nous, le syst¢tme romain fonctionne sur le méme prin-
cipe, mais il est passablement plus compliqué puisque les deux dimensions de
puissance sont portées par la méme propriété : la forme. La dimension de
base principale est en base 10. La dimension de sous-base est en base 5 et elle
est représentée par la quantité ; la dimension de sous-puissance est représen-
tée par la forme (I et V, X et L, C et D, etc.). La dimension de puissance
principale est aussi représentée pas la forme (I et V pour 10°, X et L pour 10',
C et D pour 10%, etc.).

Comment écrit-on 447 dans ces trois systémes (cf. figure 5) ?

Babylonien Maya
YYY <, YYY
Tt Jhm e o0 2°
Position 2 Position 1 Position 3 Posi'i?n 2 Position 1
o 500 02 20 200

400 4+ 40 4 7

AR

vy ( Yy Romain
7 x60' =420 (20+7) x 607 = 27
AL CCCCXXXXMI
(2% 10 + (7 x 100 CDXL\MI

Figure 5. Ecriture du nombre « quatre cent quarante-sept » dans différents
systemes (1 x 1) x ID

N.B. Le systtme romain présente deux formes pour signifier le méme
nombre. Sur le plan historique, on peut noter que la dimension de sous-base
(qui est représentée a I’origine par la quantité des signes), s’est perfectionnée
tardivement pour intégrer une composante de position : IV pour IIII ; XL
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pour XXXX, etc. Avec cette nouvelle composante, 447 s’écrit CDXLVIII
(ce qui est moins long a écrire que CCCCXXXXVII, mais pas forcément plus
clair).

Une fois que cette taxonomie est posée, nous allons voir comment elle
peut offrir un cadre de compréhension a propos de la facon dont on parvient a
se représenter les nombres.

Problémes isomorphes

Pour introduire cette nouvelle partie, il faut revenir un tout petit peu sur
I’arriere-plan théorique qui sous-tend ce travail, sur les représentations des
systtmes de numération. De nombreux travaux de psychologie consacrés a
I’étude du raisonnement ont montré depuis longtemps que des problemes
« isomorphes » peuvent étre plus ou moins difficiles a résoudre en fonction
de leur «habillage » (Hayes & Simon, 1974 ; Kotovsky & Simon, 1990 ;
Bastien, 1997 ; Viviés, 2000). Des problemes isomorphes sont des problemes
identiques du point de vue formel: ils comportent le méme nombre
d’objets, ces objets ont les mémes propriétés, ils entretiennent les mémes
relations logiques les uns avec les autres, et ces problemes requicrent les
mémes opérations pour atteindre le but. La seule chose qui différe entre des
problémes isomorphes, c’est la présentation, la petite histoire avec laquelle
on habille le probleme. Une différence qui n’a aucune pertinence du point de
vue des opérations a mettre en ceuvre pour résoudre le probleme, une diffé-
rence logiquement inexistante.

Le fait que des problémes isomorphes conduisent systématiquement a des
différences de performance et que ces différences soient tres régulieres (i.
e. ce sont toujours les mémes habillages qui facilitent ou qui complexifient la
résolution) alors que la difficulté intrinséque est toujours la méme, conduit a
s’interroger sur la facon dont ces habillages participent a la construction de la
représentation qu’on se fait du probleme. Nous ne développerons pas les
résultats de ce champ d’étude, cela n’est pas I’objet de cet article, mais nous
I’avons évoqué car cette notion de problemes isomorphes est facilement
transférable au niveau des différents systemes de numération. Et on va voir
qu’elle offre un cadre conceptuel original pour interpréter les différences
entre systemes de numération.
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Différents niveaux d’isomorphie

De fait, on peut dire que tous les systetmes de numération sont isomor-
phes, car ils représentent tous la méme chose : des nombres, mais ils les re-
présentent sous des atours différents (cf. figure 6).

Nombres abstraits

) T~
—  _/ T

1 1x (1x1)x1D

(74N

FP || FF | | FxF QF (QF)WF | | (QF)P

Dimensionalite

Représentation des
dimensions
O

)

=

Q

& 0] 10| [10 10 [20] [10] [20] |60
o

]

: /\

i

c

Lo

G -

§ 2| Cops Pierres  Arabe  Grec Chinois ~ Egyptien  Crétois Azteque  Romain  Maya  Babylonien
&a

i

Figure 6. Différents niveaux d’isomorphie des systemes numériques

Au premier niveau d’habillage, les systtmes de numération peuvent dif-
férer par leur dimensionnalité. On a vu trois types de dimensionnalité : 1D ;
1x1D; (1x1)x1D pour rendre compte des nombres. Ce niveau affecte
principalement I’efficacité du codage de 1’information. Les systémes 1D sont
linéaires, alors que les autres sont polynomiaux ; I’encodage de 1’information
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est plus économique en termes de nombre de symboles. Particulierement bien
adaptés aux petites quantités, les systemes linéaires exigent de mobiliser de
lourdes ressources attentionnelles des que les nombres figurés dépassent la
dizaine (il faut pouvoir discriminer tous les points, il faut une stratégie de
comptage pour étre slir de ne pas en oublier, etc.).

A un deuxieéme niveau, des systémes isomorphes du point de vue de leur
dimensionnalité, peuvent différer au niveau de la représentation des di-
mensions, c’est-a-dire au niveau des propriétés utilisées pour représenter les
dimensions de base et de puissance. Ces propriétés sont le plus souvent la
quantité, la forme et la position. Comme on 1’a vu, ce niveau est trés impor-
tant pour la construction de la représentation puisque les différentes proprié-
tés n’offrent pas les mémes indices externes. Quantité et position sont exter-
nes alors que la forme nécessite un codage interne.

Le troisieme niveau est celui des bases. La encore, des systémes isomor-
phes sur les niveaux précédents, peuvent différer. Ainsi, les systemes égyp-
tien et azteque, qui sont tous les deux des systemes 1 x 1D, dont la base est
codée par la quantité et la puissance par la forme, different sur la valeur de
leurs bases (respectivement 10 et 20). Il est évident que ce niveau des bases a
une influence sur la facilité avec laquelle on peut se représenter les nombres.
Plus la base est importante, plus elle sera difficile a gérer mentalement. Si la
base est portée par la propriété « quantité », comme dans les systemes égyp-
tien et azteque pris en exemple, on peut discriminer sans efforts // de ///, par
une perception visuelle directe, cela sera plus difficile pour //// et /////, mais
cela devient franchement scabreux pour le couple //////////////111 et I11111111111111]]].
Bref, dés qu’il devient nécessaire de compter le nombre de signes pour
atteindre le nombre signifi€, la représentation du nombre devient difficile a
construire. Bien siir, I’arrangement spatial des signes peut aider a en saisir le
sens plus facilement (comme pour I’arrangement des clous et des chevrons
dans le systeme babylonien). Par ailleurs, les bases importantes, 20 pour le
systtme maya et 60 pour le babylonien, sont trés compliquées a manipuler
directement : si on voulait coder la base a 1’aide de la forme, il faudrait cons-
truire 60 signes distincts pour la manipuler (difficulté de faire un systéme de
signes a la fois distincts les uns des autres et simples a construire : imaginons
qu’on doive poursuivre apres notre 9 pour faire 51 autres chiffres...) ; si on
voulait la coder a I’aide de la quantité, elle serait infernale, absolument pas
ergonomique (on vu les limites du dénombrement immédiat pour des ensem-
bles de taille moyenne : trés rapidement il est nécessaire de recourir au
comptage). La base 60, comme la base 20, impose donc une décomposition
en sous-base et sous-puissance pour étre viable.
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Le dernier niveau est celui de la représentation symbolique. La graphie
utilisée pour coder peut différer alors méme que tous les niveaux supérieurs
sont identiques. Ce niveau peut affecter la facilité d’écriture et de lecture des
nombres, ce qui entraine des conséquences au niveau de leur apprentissage,
de leur utilisation et de leur diffusion.

Cette organisation hiérarchique en quatre niveaux d’isomorphie, cons-
truite sur 1’observation de onze systemes de numération dans le cas présent,
est en réalité completement ouverte : tous les systemes de numération exis-
tants peuvent se décomposer selon les principes exposés ici, et cette organi-
sation pourrait méme servir de matrice pour en générer un grand nombre
d’autres (rien qu’en laissant ouvert le nombre de propriétés sur lesquelles
peuvent s’appuyer les dimensions de base et de puissance — couleur, hauteur,
taille des signes, etc. — et le nombre de base). Quant a savoir si cela pourrait
offrir des perspectives originales en termes de mathématiques, c’est aux ma-
thématiciens de répondre a cette question.

Ceci étant dit, le systtme de numération arabe est quand méme extréme-
ment bien congu, au point qu’il a atteint une position d’hégémonie ; trés peu
de choses en effet, a travers le monde, sont aussi universellement partagées
que la numération arabe. On invoque trés souvent la propriété de position
qui permet de coder les puissances de la base pour justifier cette prédomi-
nance. Certes, c’est une invention maligne, qui offre I’indéniable avantage
d’ouvrir a I’'infini les possibilités de noter des valeurs de plus en plus grandes.
Mais on peut se demander si cette unique propriété de position suffit a justi-
fier la prééminence de la numération arabe. En effet, d’une part, a partir du
million, il devient nécessaire de recourir a un autre type de notation, les puis-
sances de 10 se codant en incrémentant la valeur de I’exposant plutdt qu’en
occupant une nouvelle place. Sans cette méthode, le dénombrement des posi-
tions devient aussi scabreux que le dénombrement simple d’objets dans un
systtme 1D. D’autre part, le systéme arabe n’est pas le seul a utiliser cette
ficelle, les systemes babylonien et maya 1’utilisent aussi, on I’a vu, de méme
que les abaques, les tables de calculs, les kipus de I’ Amérique pré-hispanique,
etc. Mais alors, qu’est-ce qui rend le systéme arabe si particulier ? On va faire
un résumé rapide de ses différents atouts.

Premiérement, au niveau de la dimensionnalité, c’est un systéme 1 x 1D,
ce qui le rend plus efficace que les systemes 1D pour encoder 1’information
numérique dés qu’on a affaire a des quantités dépassant la dizaine. Par ail-
leurs, pour ce qui est du codage de I’'information, les systemes a deux dimen-
sions ne sont pas moins efficaces que les systemes (1 x 1) x 1D ; la troisieme
dimension induit une complexité de traitement sans apporter de gain réel.
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Deuxi¢mement, au niveau de la représentation des dimensions, les pro-
priétés de forme et de position peuvent étre discriminées de facon externe, ce
qui facilite la représentation mentale, au contraire du systéme grec par exem-
ple. De plus, la propriété de position, comme on 1’a vu, permet d’appréhender
de facon externe de trés grandes valeurs. Si on s’arréte a ces propriétés de
base et de puissance, on est obligé de reconnaitre que les abaques, dans les-
quelles les dimensions de base (quantité) et de puissance (position) sont
toutes les deux externes et discriminables I’une de 1’autre, sont aussi efficaces
pour la représentation d’une valeur numérique. Elles sont en outre supérieu-
res a tous les systemes de numération écrits pour les calculs simples comme
les additions ou les soustractions. Mais si on considére d’autres facteurs,
comme la facilité de lecture et d’écriture, ou encore, la possibilité de conser-
ver la trace d’un nombre représenté, le systeme arabe est supérieur : aprés un
apprentissage raisonnable, les neuf plus un symboles peuvent facilement étre
lus et écrits.

Troisiemement, au niveau des bases, la base 10 est assez grande pour ne
pas monter trop vite en régime, et suffisamment petite pour rester facilement
manipulable mentalement. Une base plus importante requiert plus de symbo-
les a mémoriser (ou une décomposition en sous-base et sous-puissance).
Dans les deux cas cela complexifie la manipulation, par contre plus la base
est grande, plus elle est efficace pour encoder les grands nombres. Un autre
avantage d’une base pas trop importante, c’est que les tables d’addition et de
multiplication, nécessaires a mémoriser pour pouvoir calculer efficacement,
sont bien plus petites en base 10 (90 égalités a mémoriser pour les tables de
multiplication) qu’en base 20 (systtme maya : 380 égalités a mémoriser) ou
qu’en base 60 (systeme babylonien : 3 540 égalités a mémoriser).

Enfin, quatriemement, au niveau des symboles, la graphie utilisée dans le
systeme arabe est simple, bien plus que celle utilisée par les Chinois ou les
Mayas, par exemple, ce qui rend son utilisation quotidienne extrémement
rapide.

La combinaison adoptée par le systeme arabe, a travers ces quatre dimen-
sions, en fait un systéme tres efficace en termes de représentation des
nombres. Pour ce qui est des calculs cependant, si le systtme arabe est
effectivement plus pratique que le grec, le romain ou I’égyptien, il reste
nettement derriere les systemes d’abaques ou de bouliers qui ont été utilisés
jusqu’a I’avénement de I’ordinateur dans beaucoup de pays (Chine, Japon ou
Russie, par exemple). La question reste donc posée : en quoi le systeme arabe
est-il si particulier ? La réponse est peut-étre dans 1’économie de moyens
qu’il permet. En effet, les systtmes de numération ont deux fonctions
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majeures : représentation des nombres et calculs. Dans de nombreuses
cultures, ces deux fonctions étaient assurées par des systemes différents. En
Chine par exemple, le calcul se faisait en utilisant ’abaque ou des batonnets
alors que la représentation se faisait par écrit ; de la méme fagon, les Romains
calculaient en utilisant une table a calcul et notaient les valeurs par écrit.
L’intégration de ces deux fonctions de représentation et de calcul, dans un
seul et méme outil, lequel peut étre mis en ceuvre sans autres moyens qu’un
papier et un stylo, est sans conteste une réussite sur le plan des contraintes
cognitives et technologiques.
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